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Wstep

Zadania rozprawy

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie wynikow badan dotyczacych rotacji newto-
nowskich i post-newtonowskich (w sensie Ogolnej Teorii Wzglednosci) uktadow dyskowych.
Zwraca sie uwage na interpretacje pojecia keplerowskiej rotacji w teorii newtonowskiej,
post-newtonowskiej oraz ogolnorelatywistycznej. W pierwszej, newtonowskiej i w drugiej,
post-newtonowskiej czesci pracy wyniki prezentowane sa wedtug jednego schematu. Na poczat-
ku znajduja sie analityczne rachunki prowadzace do réwnan determinujacych uktad, nastepnie
zamieszczony jest opis metody numerycznej, po ktérym prezentowane i dyskutowane sa wyniki
przeprowadzonych symulacji oraz zakres ich stosowalnosci.

Do przedstawienia znacznej czeSci zagadnienn klasycznej astronomii i mechaniki niebieskiej
w zupelnodci wystarcza model centralnej masy i cial rotujacych wokot niej pod wpltywem new-
tonowskiej grawitacji. Za motywacje niniejszej pracy mozna uznaé cheé usystematyzowania
wiedzy na temat stosowalnosci réznych podejs¢ do badan keplerowskich dyskow, tj. takich,
ktorych predkosé katowa Q jest funkcja odleglosci od osi obrotu r postaci € = const/r*/2. Za-
leznoéé ta zostata wybrana ze wzgledu na jej czestosé wystepowania w obserwowanych uktadach
astronomicznych.

W literaturze znajduja sie zaréwno prace uwzgledniajace jedynie centralng mase i analizu-
jace rotacje dysku bedacego wylacznie pod jej wptywem [2] jak i takie, w ktorych charakter
rotacji zdeterminowany jest przez centralna mase oraz ciezki dysk [3]. Istnieja rowniez prace,
w ktorych rozdziela sie oba sktadniki, np. [4], gdzie predkosé rotacji materii pytowej w danej
odlegtosci od centrum zawiera jedynie informacje na temat materii znajdujacej sie wewnatrz. W
pracy [5], powstalej z moim udzialem, przedstawione jest rozumowanie pokazujace, jak nalezy
podchodzié¢ do keplerowskiej rotacji ptynéw politropowych i co mozna powiedzie¢ na temat
rozkltadu mas w uktadzie charakteryzujacym sie takim ruchem.

Istnieja rowniez ogolnorelatywistyczne modele dyskow. W przypadku plynéw testowych
rozwazane byly zagadnienia ruchu w ustalonej geometrii czasoprzestrzeni, np. 6], [7], [8], [9].
Praca [10] traktowala o tym samym zagadnieniu uwzgledniajac rotacje czasoprzestrzeni po-
przez osadzenie modelu w metryce Kerra. Pierwszy ogolnorelatywistyczny opis zawierajacy
samograwitacje przedstawiony zostal w [11], [12]. Pokazano tam efekt wleczenia uktadu wspot-
rzednych, wynikajacego z obecnodci rotujacego toroidalnego rozktadu materii. Przeanalizowano
rowniez przypadki sztywnej rotacji oraz rotacji ze stalym momentem pedu na jednostke masy.
W pracy [13|, napisanej przy moim udziale, skonstruowany zostal model post-newtonowski
wedtug schematu pochodzacego z [14]. Praca [13| prezentuje odkrycie nowego efektu stabego
pola grawitacyjnego — antywleczenia dynamicznego. Praca [15] zawiera przeanalizowane przeze
mnie testy poprawnosci numerycznej wykonanych obliczen.
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Streszczenie

Praca traktuje o samograwitujacych, osiowo symetrycznych, rotujacych wokot punktowe;j
masy centralnej, politropowych dyskach, dla ktérych narzucone zostato keplerowskie prawo
rotacji = wy/r%?, gdzie wy = const. Ten typ rotacji jest istotny ze wzgledu na powszechnosé
jego wystepowania w obserwowanych uktadach astronomicznych. 7Z matematycznego punktu
widzenia jest to tzw. uktad réwnan Poissona-Eulera, czyli sprzezony uktad réwnan pola grawi-
tacyjnego i i rownan hydrodynamiki. Rozprawa sktada sie z dwoch czesci, analiza zagadnienia
przeprowadzona jest w teorii newtonowskiej (ozn. OPN) oraz w ogolnorelatywistycznej poprzez
post-newtonowskie (ozn. 1PN) rozwiniecie rownan Einsteina.

Na pierwsza czesé¢ rozdziatu 1 sktada sie analiza klasycznych rownan hydrodynamiki. Poja-
wiajace sie wielko$ci termodynamiczne majg tu jasna i intuicyjng interpretacje fizyczng. Cho-
ciaz keplerowska rotacja jest charakterystyczna dla czastki probnej w sferycznie symetrycznym
potencjale grawitacyjnym, a uwzglednienie samograwitacji dysku wplywa na wypadkowy poten-
cjal, nie zmienia to jednak faktu, ze uktad taki moze rotowac na sposob keplerowski. Przedsta-
wione sa analityczne rachunki poparte numerycznymi symulacjami udzielajace odpowiedzi na
pytanie o wptyw ciezkiego dysku na potencjal grawitacyjny i tym samym na dynamike. Praca
systematyzuje tego typu uktady, wyrdzniajac w szczegolnosci klasy, dla ktorych obecnosé dysku
nie wnosi zadnych istotnych zmian i ruch odbywa sie praktycznie w potencjale masy punktowe;j
M. W takim wypadku wy = VGM i Q = VGM /r%/?, gdzie G to stala grawitacji. Z drugiej
strony okazuje sie, ze w pozostalych przypadkach stata w prawie rotacji bedzie inna i szacowanie
masy ukltadu wprost z tego prawa prowadzi do btednych wynikow.

Druga cze$¢ pracy — rozdzialy 2 i 3 to analiza problemu w teorii relatywistycznej, gdzie
opis przeprowadzony zostal poprzez rozwiniecie réwnan pola oraz rownan hydrodynamiki do
pierwszego rzedu post-newtonowskiego. W takim sformulowaniu dana wielkos¢ fizyczna & jest
suma czesci newtonowskiej & oraz jej rozszerzenia post-newtonowskiego &; (o ile istnieje), co
zapisuje si¢ nastepujaco: £ = &y+&;/c?, gdzie ¢ jest predkoscia swiatta w prozni. W szezegdlnosci
predkosé rotacji ptynu w tym modelu jest suma czeéci newtonowskiej oraz post-newtonowskiej.
Ta ostatnia wnosi istotne zmiany do pelnego profilu predkosci sprawiajac, ze predkosé nie
jest juz dhtuzej funkcja jedynie odlegtosci od osi obrotu, ale w ogdlnosci zalezy od geometrii
samego dysku oraz geometrii czasoprzestrzeni. Obok intuicyjnie rozumianych i oczekiwanych
efektow zwigzanych z uwzglednieniem relatywistycznych poprawek, pojawit sie jako$ciowo roz-
ny, zupetnie nowy efekt zmniejszajacy predkosé katowa, bedacy funkcja newtonowskiego profilu
predkodci oraz gestosci. Dla takiego modelu istnieje granica ¢ — oo, przy przejsciu do ktorej
odzyskuje sie klasyczne, znane réwnania newtonowskiej hydrodynamiki.

Dodatki A i B zamieszczone na koricu pracy traktuja o technicznej stronie numerycznego
rozwigzywania skalarnych i wektorowych réwnan typu Poissona w sferycznej i osiowej symetrii.

Praca prezentuje nie tylko analityczne podejscie do zagadnienia rotacji dyskutowanych ukta-
dow. Numerycznie przeanalizowane zostalo szerokie spektrum réznych (w sensie jakosciowym)
modeli. Rozwazane sg przypadki dyskow o réznej masie w stosunku do punktowej masy cen-
tralnej. W kazdym z tych przypadkéw brane sa pod uwage rézne rozmiary liniowe dyskow
poczawszy od rozciggajacych sie niemalze od centralnej masy na bardzo duze odlegtosci, skori-
czywszy na znacznie oddalonych od niej toroidalnych rozktadach materii. Symulacje zostaty
przeprowadzone dla réznych wyktadnikéw politropy 7y, a poprawnosé¢ obliczeri numerycznych
sprawdzona poprzez odpowiednio dobrane relacje wirialne.

Otrzymane wyniki dla modelu newtonowskiego pokazuja, ze ciezkie dyski, ktéorych masa
jest porownywalna, badz wicksza od masy centralnej moga rotowaé zgodnie z keplerowskim
prawem rotacji. Na ich podstawie wnioskuje sie, ze czesto$é¢ rotacji takich ukladow zwigzana
jest z rozktadem materii dyskowej, a zakres jej wartosci okreslony jest przez funkcje dwoch
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parametréow, jakimi sa masa centralna oraz masa dysku. Wyniki analizy post-newtonowskiej
ujawniaja kompletnie inny profil predkosci katowej przy uwzglednieniu poprawek 1PN. Przed-
stawiony w pracy warunek catkowalnosci post-newtonowskiego rownania Eulera pozwala wy-
liczy¢ wspomniang poprawke. Okazuje sie, ze nie jest juz ona jedynie funkcjg odlegtosci od
osi obrotu, ale zalezy réwniez od odleglosci od plaszczyzny symetrii. Sktada sie ona z trzech
grup wyrazen posiadajacych konkretne interpretacje fizyczne i jest konsekwencja uwzglednienia
innego relatywistycznego efektu. Dalsza analiza pokazuje, ze wspomniane sktadniki maja rézne
znaki i w pewnym stopniu znosza sie nawzajem ostabiajac sumaryczny efekt. W szczegoélnosci,
koncepcyjnie nowy, nierozpoznany w zadnym dotychczasowym opisie tego typu problemow efekt
hamowania (tzw. dynamiczne antywleczenie) przeciwdziata przyspieszajacemu efektowi inter-
pretowanemu jako przejaw relatywistycznego wleczenia uktadu wspotrzednych. Praca zawiera
dyskusje wszystkich efektoéw oraz prezentuje ich wzajemne relacje w zaleznosci od parametrow

ukladu.

Obja$nienia

Uzywane uklady wspoélrzednych:
1. Uklad kartezjanski (z,y, z).

2. Uklad cylindryczny (r, ¢, 2).

3. Uktad sferyczny (R, 0, ¢).

Uwagi:

1. Indeksy greckie u, v itd. przebiegaja wartosci 0, 1, 2, 3.

2. Indeksy tacinskie ¢, j, itd. przebiegaja wartosci 1, 2, 3.

3. Sygnatura tensora metrycznego to (—, +,+, +).

4. Wielkosci ktore tego wymagaly zostaly rozdzielone na cze$¢ newtonowska i
post-newtonowska poprawke wedtug schematu & = & + ¢ 2&;.

Wykaz oznaczen pojawiajacych sie w pracy:

1. G = stala grawitacji

2. V = operator gradientu

3. V. = operator dywergencji

4. A =V -V = operator Laplace’a

5. V, = operator pochodnej kowariantnej

6. Q = predkos¢ katowa

7. wo = stata proporcjonalnosci w prawie rotacji

8. p = ciSnienie

9. p = rozkltad gestosci materii w uktadzie

10. o = gestos¢ barionowa materii dyskowej

11. omax = maksymalna gestosé barionowa w profilu dysku
12. oy = parametr tolerancji kontrolujacy zbiezno$é¢ metody numeryczne;j
13. K = stala proporcjonalnosci w réwnaniu stanu

14. v = wyktadnik adiabatyczny w rownaniu stanu

15. ¢ = predkos¢ swiatta w prozni

16. x = trojwymiarowy wektor wodzacy

17. v = wektor predkosci liniowej

18. U = potencjal grawitacyjny

19. Uy = potencjal grawitacyjny generowany przez dysk
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20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

Wstep

M. = punktowa masa centralna

My = newtonowska masa dysku

Mipn = post-newtonowska masa dysku
0 = dystrybucja delta Diraca

h = entalpia wtasciwa

rin = promien wewnetrzny dysku

Tout = promien zewnetrzny dysku

L = liczba uzytych wielomianéw Legendre’a w rozwinieciu katowym funkcji Greena
H = wzgledna grubos$é dysku

Mg = masa Storica

R = skalar Ricciego

R, = tensor Ricciego
T,, = tensor energii-pedu-napiec¢

A = wektorowy potencjal rotacyjny
ut = czteropredkosé

g = wyznacznik z tensora metrycznego
e = gesto$é energii wlasciwej

J = relatywistyczny moment pedu

Podstawowe pojecia:

1.

Krzywa rotacji — zaleznosé predkosci katowej €2 elementu materii od odlegtosci od osi obrotu
r.

Rotacja keplerowska — zaleznosé predkosci katowej €2 elementu materii od odlegtosci od osi
obrotu r, postaci = wy /732

Rotacja $cisle keplerowska — charakterystyczna dla czastki probnej, orbitujacej po kotowe;j
orbicie w sferycznie-symetrycznym potencjale ciata o masie M, zaleznosé predkosci katowe;j
Q od odlegtosci od osi obrotu r, postaci Q = /GM,/r%/2.

Uktad politropowy — uktad ztozony z materii spetniajacej rownania stanu postaci p = Ko7.



Rozdzial 1

Uklady newtonowskie

1.1. Konstrukcja modeli dyskéw newtonowskich

1.1.1. Prawo rotacji

Kazdy klasyczny uktad astronomiczny dajacy sie opisaé¢ stacjonarnym potencjalem gra-
witacyjnym U (x) wraz z warunkami poczatkowymi vo(x) definiuje wektorowe pole predkosci
v(U(x)) z jaka poruszaé sie bedzie umieszczona w nim czastka probna. Po narzuceniu warunku
osiowej symetrii w uktadzie cylindrycznym (r, ¢, z) pole predkosci nie zalezy od zmiennej kato-
wej v: v(r, z). Pojecie krzywej rotacji definiuje sie jako funkcje predkosci katowej od odleglosci
elementu materii od osi obrotu, 2: Q(r).

Sposrod wszystkich mozliwych krzywych rotacji, w pracy tej podjete zostaly badania ukta-
dow charakteryzujacych sie szczegélnym przypadkiem postaci

Q = wor 2, (11)

gdzie wy = const. Sama zaleznos¢ jest okreslana jako rotacja keplerowska i swoja nazwe zawdzie-
cza analogii do praw ruchu planet Keplera. Istotnie, prawa mechaniki nieba sformutowane w
uktadzie wspotrzednych sferycznych (R, 6, ¢) mowia, ze w sferycznie symetrycznym potencjale
ciala o masie M ruch po okregu o promieniu R odbywa sie¢ w ustalonej ptaszczyznie ze statg
predkodcia katowa

Q=+VGM R®? (1.2)

gdzie G to stata grawitacji. Ten szczegélny przypadek w pracy nazywacé sie bedzie scisle keple-
rowskim prawem rotacy.

W astronomii obserwacyjnej zmierzona krzywa rotacji stanowi punkt wyjscia do poszukiwan
rozktadu materii generujacego potencjal, ktérego odzwierciedleniem jest obserwowana dynami-
ka. Przewidywania plynace z tych poszukiwan budza sporo emocji wsrod badaczy krzywych
rotacji galaktyk i wielkoskalowych struktur we Wszechswiecie. Dzieje si¢ tak dlatego, ze ist-
nieje wiele uktadéw posiadajacych krzywe rotacji nie dajace sie wyjasni¢ zadnym typowym
rozkltadem materii. Historycznie doprowadzito to do powstania nowych, kontrowersyjnych po-
mystow na wyttumaczenie takiego stanu rzeczy. Tego typu trudnosci przektadaja sie rowniez na
niepowodzenia w probach szacowania mas obiektéw astronomicznych. Przedstawione w pracy
rozumowanie ogranicza sie jedynie do keplerowskich krzywych rotacji. Rozwaza sie mianowicie
jedynie takie rozktady materii, ktére moga generowaé¢ wypadkowy potencjal, precyzyjnie taki,
ze ruch bedzie keplerowski. Nalezy zwroci¢ uwage, ze tego typu modele sa nieodpowiednie do
analizy obiektow takich jak galaktyki. Wérod zastosowan wymieni¢ nalezy raczej dyski akre-
cyjne wokol zwartych obiektow. Wybor prawa rotacji zostal podyktowany kwestia praktyczng
— bardzo wiele obiektéw astronomicznych rotuje zgodnie z przyjeta tu relacja (1.1).
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1.1.2. Opis ukladu

Newtonowski uktad jest catkowicie opisany przez dwa pola skalarne: potencjal grawitacyj-
ny U(x) oraz rozklad gestosci materii p(x). Rownaniami, ktore je zadaja sa roéwnanie pola
grawitacyjnego oraz réwnanie Eulera [1]:

AU = 4nGp, (1.3a)

g;’Jrvlqu(v-V)erVU:O. (1.3b)

Rozwaza sie przypadek stacjonarny, gdzie 9;v = 0. Rozklad materii p(x) mozna zadaé¢ w postaci
sumy p(x) = M.0®) (x)+ o(x), gdzie pierwszy sktadnik opisuje centralng mase punktowa, drugi
rozktad materii dyskowej. Réwnania powyzsze przyjmuja postacé

AU = 471G (MC5(3) (x) + Q) : (1.4a)

\Y
YP (v Vv + VU =0. (1.4b)
0
Pierwsze z nich, jako réwnanie liniowe, mozna podzieli¢ na dwie czesci i zapisaé rozwiazanie
G M.
]

gdzie potencjat Uy zwiazany z materig dyskowa jest rozwiazaniem réwnania Poissona:

AUy = 47Go. (1.6)

Do rozwiazania drugiego z réwnan potrzebny jest szereg zatozen modelowych. Zaktada sie
zatem izoentropowos¢ oraz wybiera réwnanie stanu. Sposrod relacji barotropowych postaci
p = p(p) pod uwage zostaly wziete jedynie réwnania politropowe

p=Ko. (1.7)

Dla kazdej zmiennej £ opisujacej model, zaklada sie symetrie osiowa £: £(r, z) oraz symetrie
rownikowa £(r, —z) = &(r, 2). Z zalozen tych wnioskuje sie, ze v = (0,Q(r, z)r,0), co pozwala
zapisa¢ rownanie (1.3b) jak nastepuje

EE = _E + Q(T, 2)27’, (183)
10p ou

Roézniczkujac teraz pierwsze z rownan po zmiennej wertykalnej, drugie po zmiennej radialnej
oraz dodajac stronami dostaje sie warunek 0,Q(r, z) = 0 = Q = Q(r), co oznacza, ze predkosé
katowa jest funkcja jedynie odlegtosci od osi obrotu, nie zalezy natomiast od odlegtosci od
plaszczyzny rownikowej. Jest to trescia twierdzenia Poincaré-Wavre’a [16]. Wreszcie zalozenie
prawa rotacji

Q= 20 (1.9)

Top3/27

gdzie wy to stata, pozwala na scatkowanie rownania Eulera i zapisanie go w formie

h+U+U,=C. (1.10)
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Powyzej h oznacza entalpie wtasciwa, dh := d?p, U. jest potencjatem odsrodkowym

r w?
U=~ [ arvo? - A (1.11)
Po uwzglednieniu zatozenn modelowych, czyli stacjonarnosci, osiowej i rownikowej symetrii,
rOwnania stanu i prawa rotacji, newtonowski uktad jest catkowicie zdeterminowany przez dwa
pola skalarne: potencjal grawitacyjny U(x) oraz gestos¢ o(x), a réwnaniami ktore je zadaja
sa rownanie pola grawitacyjnego oraz rownanie Bernoulliego (1.10). Jest to nastepujacy uktad
rownan algebraicznych

G M,
x|
h+U+U.=C. (1.12b)

U=—

+ Uy, (1.12a)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze w problemie tym nie ma okreslonych warunkow brzegowych. Roz-
ktad gestosci bedacy rozwigzaniem powyzszego uktadu jest jednoznacznie okreslony i jedno-
znacznie okreslona jest rowniez powierzchnia S spekliajaca warunek o(r, z) = 0. Powierzchnia
taka, na zewnatrz ktorej o(r,z) < 0 interpretowana jest jako brzeg dysku. W rozdziale 1.4
opisana jest procedura, ktora prowadzi do otrzymania profilu gestosci spetniajacego powyzszy
uktad réwnari, gdzie nie zadaje sie warunkéw brzegowych przy czym sa one jednoznacznie
zadane w rozwigzaniu. Tego typu podejscie nosi nazwe zagadnienia ze swobodnym brzegiem.

Opis prowadzony jest w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych. W érodku zadaje sie punk-
towa mase M., wokot ktorej rozwazany jest osiowo symetryczny rozktad politropowego ptynu o
symetrii odbicia wzgledem ptaszczyzny z = 0. Predkos¢ katowa ptynu jest zadana wzorem (1.1)
i w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych jest co do wartosci rowna azymutalnej sktadowe;j
wektora predkosci liniowej v = (0,0, 20,) lub réwnowaznie v = rQé,, gdzie é, to jednostko-
wy wektor o kierunku azymutalnym. Profil taki scharakteryzowany jest arbitralnie wybranymi
parametrami puyax, Tin 1 Tous 0zhaczajacym odpowiednio maksymalng warto$é gestosci oraz we-
wnetrzny i zewnetrzny promien dysku w jego ptaszczyznie réwnikowej. Ostatnim swobodnym
parametrem jest wyktadnik v w réwnaniu stanu. Taki dobér parametréw w potaczeniu z za-
tozeniami modelowymi, w szczegolnosci z keplerowskim prawem rotacji determinuje wszystkie
pozostate, czyli stata K w réwnaniu stanu oraz stata catkowania C' w rownaniu Bernoulliego.

7 punktu widzenia prostoty dalszego opisu, jako przestrzen parametréow jednoznacznie za-
dajacych dany uktad wygodnie jest wybraé: stosunek masy centralnej do masy dysku M./Mj,
stosunek promienia wewnetrznego do promienia zewnetrznego ri, /7ou oraz wykltadnik politropy
~. Dla modelu post-newtonowskiego dodatkowym parametrem jest predkosé swiatta c.

1.2. Wyniki analityczne

1.2.1. Ogoblne rozwazania

Niniejszy rozdzial wykorzystuje wynik opublikowany wezesniej w [5]. Wyliczenie wspotezyn-
nika wy w krzywej rotacji (1.9) umozliwia nastepujaca procedura. Do rownania (1.10) nalezy
wstawi¢ wyrazenie na potencjal odsrodkowy (1.11). Wykorzystanie warunku zerowania sie en-
talpii wlasciwej na brzegach dysku, a doktadnie w punktach polozonych najblizej i najdalej od
masy centralnej h(ri,) = h(rou) = 0 pozwala na wyliczenie wspolczynnika w prawie rotacji:

wg = GM. — riyUg(Tin, 2 = 0) + rinC = GMe — 10w Ua(Tout, 2 = 0) + 700 C (1.13)
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lub tez:
(Ud(routa z = O) - Ud(rina Z = 0))

Tout — Tin

W2 = GM, + [nlout (1.14)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze drugi sktadnik powyzszej sumy jest funkcja nie tylko promienia
wewnetrznego dysku i rozkladu gestosci, ale rowniez catego rozktadu materii, a wiec i M..
Stanie sie to jasne po lekturze dalszych rozdziatéw pracy.

Rozktady gestosci i potencjatu, przy przyjetych zatozeniach modelowych kompletnie opisuja
dany uklad. Sklada sie on z masy centralnej M, oraz materii dyskowej o masie My = [ d®z o.
Rotacja opisana jest wzorem (1.1), gdzie stala wy dana jest na podstawie (1.13), (1.14). W ogol-
nym przypadku samograwitacja dysku powoduje zmiane krzywej rotacji wzgledem przypadku
scisle keplerowskiego. Bardziej precyzyjnie: powoduje zmiane czestosci kotowej. Ze wzoru (1.13)
widaé¢, ze znormalizowana réznica pomiedzy obiema warto$ciami jest rowna

w2 — GM,
6% (7in, 0, Me) = ‘OGM‘ (1.15)

7 analizy powyzszego wzoru wynika, ze btedem jest szacowanie masy centralnej na podstawie
Scisle keplerowskiego prawa rotacji bez znajomosci rozktadu materii oraz geometrii, jedynie na
podstawie profilu predkosci. Nalezy podkreslié, ze poza masa centralng na dynamike uktadu
wplyw ma réowniez obecnosé dysku. Wielkosé d jest tutaj pewnego rodzaju miarg informuja-
ca jak duzy jest ten wplyw. Laczenie keplerowskiej rotacji ze wzorem (1.2) w ogolnosci jest
niepoprawne i daje bledne wyobrazenie o stanie uktadu. Z drugiej strony istnieja szczegolne
przypadki, kiedy to wptyw dysku jest zaniedbywalny, a réznica 0 jest bliska zero.

W dalszej czesci pracy przedstawione zostang wyniki numeryczne $wiadczace o tym, ze
roznica ta jest Scisle dodatnia oraz rosnie wraz ze wzrostem masy dysku w stosunku do masy
centralnej. Badania pokazuja, ze dla politropowych ptynéw zwiazek pomiedzy 0 a stosunkiem
Mq/M. nie jest liniowy i ogélnie wyraza si¢ pewna skomplikowana funkcja, ktorej wartosci
wyliczane sa numerycznie dla zadanego przypadku.

W pewnych szczegélnych konfiguracjach problem da si¢ rozwiaza¢ analitycznie, w pozosta-
tych natomiast postugujac sie metodami numerycznymi mozna wyliczyé wspomniang réznice.
Najblizsze podrozdzialy zawieraja argumenty oraz rachunki, ktére dadza czytelnikowi wyobra-
zenie na temat skali zmian powodowanych przez uwzglednienie samograwitacji dysku.

W wyniku obliczen otrzymuje sie rozktad potencjatu oraz rozktad gestosci ptynu politropo-
wego rotujacego zgodnie z (1.1). Jak juz zostalo podkreslone, powyzszy wyboér ma uzasadnie-
nie w obserwacjach astronomicznych. Bardzo wiele uktadéw astronomicznych charakteryzuje
sie wtasnie keplerowska krzywa rotacji, w szczegdlnosci prawie wszystkie pogwiazdowe czarne
dziury posiadajace gazowy dysk. W dalszej czesci pracy przedstawiony zostanie przypadek
keplerowskiej rotacji dysku wokot aktywnego jadra galaktyki (AGN).

Stala wi jest wigksza o 0% od tej w Scisle keplerowskim prawie rotacji. Rachunki pokazuja,
ze 62 € (0, GMy). W keplerowskich uktadach samograwitujacych politropowych dyskow cze-
stos¢ rotacji spelnia nierownos¢ GM, < w2 < G(M. + My). Na poparcie tej numerycznej tezy
przedstawione sa ponizej badania analityczne trzech jako$ciowo réznych uktadow dla ustalonego

Tout-

1.2.2. Krzywa rotacji, a masa ukladu — wyniki analityczne dla serii szczeg6lnych
przypadkéw

Przyblizenie plynu testowego. W przypadku testowego dysku o masie zaniedbywalnej
wzgledem masy centralnej dysk bedzie nieskoriczenie cienki, bedzie rotowatl Scisle keplerowsko i
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szacowania masy centralnej da si¢ dokonaé¢ wprost ze wzoru wg = G M,. Ustalenie promieni we-
wnetrznego i zewnetrznego dysku, 7y, 1 7oyt 0dpowiednio, oraz przejscie z maksymalng gestoscia
dysku omax do granicy lim, . .00 implikuje zerowanie si¢ potencjalu Uy danego réwnaniem
(1.6). Z réwnania (1.14) otrzymuje si¢ w? — G M, i réwnanie (1.12b)

1 1
h+GM,|-— ———) =0. 1.16
(3 ) (110
Powyzsze rownanie moze by¢ spetnione jedynie gdy z = 01 h — 0. Oznacza to, ze dla przyjetych
przez nas zatozen modelowych, w teorii newtonowskiej dysk testowy musi by¢ nieskoriczenie
cienki [5].

Przypadek 7, — 0. Niech maksymalna wartosé gestosci bedzie rézna od zera, gpax 7# 0 oraz
niech dysk ma skoriczone rozmiary. W takim przypadku potencjal grawitacyjny jest funkcja
ograniczong na R3. Innymi stowy |Ug(rou) — Ud(rin)| ma skoriczona wartosé, jezeli gpma, ma
skoriczona wartos¢. Dla 1y, — 0 z rownania (1.14) dazy do v/G M. irotacja jest sScisle keplerowska

[5]-

Przypadek 7y, /7ou — 1. Dla dysku o ksztalcie obreczy, gdy 7, — Tout, Wykorzystujac twier-
dzenie o trzech funkcjach, mozna pokazac, ze rotacja jest $cisle keplerowska. Punktem wyjscia
jest tutaj pochodzaca oryginalnie z [17] relacja wirialna

1 3 5. GM, 3 2 3.
2/RgdeUd—/RSd$Q|X| +/Rgdxg|v| +3/R3dxp—0. (1.17)

Uwzgledniajac prawo rotacji otrzymuje sie

1 2 M.
7/ 3z Uy +/ d3z o w G + 3/ Bz p=0. (1.18)
2 Jrs R3 r x| R3

Zwazywszy na dodatnios$¢ cisnienia otrzymuje sie

w:  GM, 1
/RS d*z o (0 — ) < _5/11@3 d*z oUy. (1.19)

ro x|

Uwzglednienie zaleznosci |x| > r prowadzi do oszacowania

2 3, 0 1 3
(w2 — M) /R3d r2< —i/Rgd z oUs. (1.20)

Oznaczajac teraz przez Ug min minimalng wartosé potencjatu pochodzacego od dysku i znajdu-
jaca sie w jego obszarze, to znaczy tam gdzie o > 0, mozna napisac:

wi — GM.

1 )
- o d*z o < —§Ug7min /RS d3z o (1.21)

i stad
1
wg - GMC < _iUg7minrout- (122)

W granicy 7, — Tous, przy ustalonej gestosci maksymalnej opa # 0 masa dysku dazy do zera.
Ponadto objetos¢ dysku oraz potencjatl grawitacyjny generowany przez dysk daza do zera i
otrzymuje sie

wy < GM,. (1.23)
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Powotlujac sie w dalszym ciagu na wyjsciowa relacje wirialna (1.17) zapisuje sie nieréwnosé

GM 2 GM,
—3/ d’z p < / d*z <w0 C) < (wO - C) d*z o. (1.24)
x| Tin  Tout ) JR?
Uwzgledniajac rownanie stanu otrzymaé¢ mozna
2 GM,
3Kolol < ﬁ_ - tc (1.25)

Niech 7. 0znacza punkt na réwniku, gdzie gestos¢ osigga maksimum. Spelnione jest wtedy
rOwnanie

K~ wi  GM.
U max - =C. 1.26
’)/ - 1 Qmax + d(r ) —I— max rmax ( )
Dla zewnetrznego promienia dysku 7., zachodzi réwnosé
2 GM,
Ua(row) + —2 — = — ¢ (1.27)
Tout Tout

Dla 7, — 7rouw zachodzi 7. — Tout- W takiej granicy K = 0, co prowadzi do wniosku
> GM.. (1.28)
Na podstawie nier6wnosci (1.23) oraz (1.28) wnioskuje sie, ze w granicy 7y, — Tout zachodzi
GM. <wy < GM, (1.29)

czyli wg = GM, i rotacja jest $cidle keplerowska. Rozumowanie powyzsze dla potrzeb niniej-
szej pracy zostalo przeprowadzone przy zalozeniu réwnania stanu ptynu politropowego. Pod
dodatkowymi warunkami mozna je uogoélni¢ dla szerszej klasy ptynéw barotropowych [5].

1.3. Konstrukcja newtonowskich modeli numerycznych, skalowanie

W obliczeniach numerycznych, wzorujac sie na pracach [18|, [19], wprowadzone zostaly
bezwymiarowe zmienne. Wykorzystujac maksymalng gestos¢ dysku onax oraz zewnetrzny pro-
mieni dysku 7., wprowadza si¢ wielko$¢ u := G712, Omax. Postugujac si¢ powyzszymi definicjami
wprowadza si¢ wyrazenia na bezwymiarowy potencjal grawitacyjny U=U /u, potencjal pocho-
dzacy od dysku Uy = Uy /u, entalpie wlasciwa h= h/u, gestosé barionowa ¢ = 0/ 0max, wektor
wodzacy X = X/Toy 1 punktows mase centralng M, = GM./(0max>y)- W tej notacji réwnanie
na potencjal grawitacyjny mozna zapisa¢ w formie

gdzie potencjal pochodzacy od dysku spetnia rownanie
AUy = 4mp. (1.31)

Symbol A oznacza operator Laplace’a w bezwymiarowych zmiennych x. Rownanie Bernoulliego
przyjmuje postac o B
h+U.+U=C. (1.32)

Dla politropowego réwnania stanu entalpia wasciwa wyraza si¢ wzorem h = (Kv/(y—1))o" ™,
w nowych zmiennych natomiast h = (K~/(y — 1))g""!. State K i K laczy zaleznosé K =
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K 071 Ju. Nowa posta¢ wzoru na potencjal centryfugalny U, = &2 /7 okresla nowa zaleznosé
dla $cisle keplerowskiej rotacji, mianowicie Of = M,. W takim sformutowaniu otrzymuje sie
nastepujaca przestrzen parametrow catkowicie opisujacych model: wyktadnik politropy v, ma-
sa centralna M, promieri wewnetrzny dysku 7, = 7 /Tout- Na tym etapie nalezy zauwazyc,
ze rozwazany uktad nie ma okreslonej skali odleglosci ani skali masy. Istotne sa jedynie sto-
sunki 7y, /Touy 0oraz M./My. Dopiero w podejsciu post-newtonowskim, gdzie pojawia sie po-
trzeba wprowadzenia predkosci §wiatta, mamy sprecyzowang skale odlegtosci poprzez promien
Schwarzschilda odpowiadajacy masie centralnej.

1.4. Opis procedury numerycznej

Struktura dysku otrzymywana jest na podstawie roéwnania stanu i prawa rotacji oraz na-
przemiennego rozwiazywania zapisanych w bezwymiarowych zmiennych réwnan (1.31), (1.32).
Zastosowana metoda numeryczna nosi anglojezyczng nazwe Self-Consistent Field (SCF) i po-
chodzi z prac [18, 20, 21].

We wspotrzednych cylindrycznych na dwuwymiarowej siatce numerycznej proces rozwiazy-
wania zagadnienia przebiega wedlug nastepujacego schematu [5]:

1. Ustala sie parametry zwiazane z precyzja numeryczng procedury:
a) rozdzielczosé,
b) liczbe wielomianéw Legendre’a, za pomoca ktorych rozwijane sg funkcje Greena (row-
nanie Poissona (1.31) rozwiazywane jest w formie catkowej, wedltug metody opisanej w
22])
¢) parametr tolerancji gy, — patrz punkt szosty.
2. Ustala sie parametry modelu:
a) rownanie stanu (wyktadnik politropy =),
b) promien wewnetrzny dysku 7y, € (0,1) w plaszczyznie rownikowej (dla normalizacji w
ktorej promien zewnetrzny dysku znajduje sie w odlegltosci 7oy = 1),
¢) mase centralng M, i maksymalna gestos¢ dmax (pozwalajaca kontrolowaé¢ stosunek masy
centralnej do masy dysku).
3. Proces zaczyna si¢ od zapostulowania pewnego profilu gestosci. W tym przypadku zaktada

sie rozktad materii w torusie o promieniu kota tworzacego (Fous — 7in)/2 oraz jego srodku w

7 = (Fout + Tin)/2 1 2 = 0 w ktorym gestos¢ spada liniowo od gyax W jego geometrycznym

srodku do zera na brzegu.

4. 7 rozktadu gestosci wyliczane sa kolejno potencjal grawitacyjny U oraz state @, i C-

a) Potencjal grawitacyjny dany jest wzorem

. M, -
U= —— + Ud, (133)
]
gdzie potencjat Ua zwiazany z materig dyskowa jest rozwigzaniem réwnania Poissona

AUy = 47p. (1.34)

Szczegbdly numerycznego rozwigzywania réwnan tego typu omoéwione sg w dodatku 3.3.
b) Stala @. w prawie rotacji jest wyznaczona zgodnie z ponizszym wzorem

~2 2 + finfout(Ud(":ouO - Ud(fin))

Tout — Tin

(1.35)
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c¢) Stata C' w réwnaniu Bernoulliego jest wyznaczona z wykorzystaniem informacji o zni-
kaniu entalpii wlasciwej na brzegu dysku, w 7 = 7oy = 1, gdzie h(Fou) = 0. Z réwnania

1.32 mamy
M, - 2
C = 22 Uy(Fou) — —2. (1.36)
Tout Tout

5. Wykorzystujac wielkosci wyznaczone w poprzednim punkcie, z réwnania Bernoulliego
h=-U-U,+C (1.37)

wyznacza sie nowy rozkltad entalpii wtasciwe;j h. Nastepnie oblicza sie rozktad gestosci we-
dtug formuty

1/(v-1)
b= (W _ 1>h> . (1.38)
Koy

Brzeg dysku zdeterminowany jest przez zadanie parametréw geometrycznych na réwniku,

natomiast w otrzymanym profilu stosuje sie obciecie h<0= p=0w mysl ktorego za

brzeg dysku uznaje sie powierzchnie na ktorej entalpia zmienia znak na ujemny. Oznacza
to, ze gestosé jest wyliczana na podstawie wzoru (1.38) wszedzie tam, gdzie entalpia jest
dodatnia, natomiast w tych komorkach siatki numerycznej, w ktorych warto$é entalpii jest
ujemna przyjmuje sie gestos¢ rownag zero. Na podstawie otrzymanego rozkladu gestosci

oblicza si¢ nowy potencjal z rownan (1.33) i (1.34) oraz nowe state ©? i C.

6. Procedura z dwoch poprzednich punktéow powtarza sie do momentu uzyskania zbieznosci
na arbitralnie wybranym poziomie. Innymi stowy, procedura konczy sie i rozklady i U
uznawane sg za rozwigzania wtedy, gdy maksymalna réznica pomiedzy n-tym, a n—1-wszym
rozktadem gestosci jest mniejsza niz zadana wartosé gy, co w praktyce oznacza zbieznosé
metody numeryczne;j.

W ten wtadnie sposdb praktycznie rozwigzuje si¢ zagadnienia ze swobodnym brzegiem, ktory
zmienia sie wraz z kolejnymi iteracjami. Jak zostalo opisane w punkcie 3, zaczyna sie od jed-
norodnego torusa, efektem koncowym jest dysk, ktorego przyktad zamieszczony jest w dalszej
czesci pracy, w rozdziale 1.7 przy okazji rozwazania wlasnosci uktadu AGN o nazwie NGC4258.

1.5. Wyniki

Numeryczne rozwigzania kilku tysiecy réznych konfiguracji potwierdzity przewidywania teo-
retyczne dotyczace stalej w prawie rotacji wyrazonej rownosciami (1.13) i (1.14). Wyniki nu-
meryczne pozostaja réwniez w pelnej zgodnoéci z analizowanymi przypadkami granicznymi.

Wykresy na rysunku 1.1 przedstawiaja zalezno$é 6 = @2 — M, oraz My od promienia we-
wnetrznego dysku 7y, dla réznych wartosci masy centralnej M,. Potwierdzaja one tezy posta-
wione w sekeji 1.2.2. W przeskalowanych zmiennych mozna je zapisaé jako M, < 02 < M, + My
lub réwnowaznie 0 < ©2 — MC < Md. Wida¢ réwniez, ze 02 — MC w granicach 7, — 0 oraz
fin — 1.

Wykresy na rysunkach 1.2 i 1.3 przedstawiaja poréwnanie roznic &2 — M. oraz &2 /M, — 1
w funkcji 7y, dla réznych wartosci masy centralnej. Roznice ta staja sie coraz mniejsze w miare
wzrostu masy centralnej i w granicy plynu testowego zachodzi réwnosé &2 = M..

Innym interesujacym przypadkiem granicznym jest uktad z M, = 0, czyli bez centralnej
masy punktowej. Obserwuje sie wtedy prawidtowosé @2 (7, M, = 0) > G2 (i, M. # 0). Po-

nadto mozna stwierdzi¢, ze dla réznych mas centralnych réznica § osiaga maksimum dla réznych
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Rysunek 1.1. Zaleznosci @f — M. (linia ciagta) oraz Md (linia przerywana) w funkcji promienia we-
wnetrznego 7, dla réznych wartosci masy centralnej M, = 10,107 i 1073, Wykresy z lewej strony
sporzadzone zostaly dla wykladnika politropy v = 5/3, z prawej dla v = 4/3.

wartosci 74,. Dla ustalonego wyktadnika politropy + istnieje konfiguracja z M, = 0 oraz pewnym
promieniem wewnetrznym, taka, ze ¢ jest maksymalna, co mozna wyrazié relacja

o2 A

73 <1+ TR (1.39)
gdzie A jest staly charakterystyczng dla danego wyktadnika politropy. W analizowanych przy-
padkach A = 0.13 dla v = 5/3 oraz A = 0.06 dla v = 4/3. Masa centralna ma wiec znacznie
wiekszy wplyw na rotacje niz masa dysku, a sama stata w. wyraza sie skomplikowana funkcja
zalezna od szeregu parametrow takich jak geometria czy réwnanie stanu.

Otrzymane numerycznie konfiguracje odpowiadaja szerokiej klasie rozwigzan, od bardzo
grubego dysku (M 0), przez posrednie przypadki, skoriczywszy na ptynie testowym (M —

o0). Dla ustalonego promienia wewnetrznego 7, wzgledna wysokosé¢ dysku H/(row — Tin) jest
monotonicznie malejaca funkcja masy centralnej M., przy zalozeniu, ze dysk rozciaga sie w
granicach z € (—H, H). W takim razie znajomos¢ stosunku 7y, /roy oraz wzglednej grubosci
dysku H jednoznacznie wyznacza rozwiazanie oraz stosunki w?/ M, oraz M, / M.,.

Wykresy na rysunku 1.4 przedstawiaja zaleznos¢ wy 2/ M, od stosunku mas obu sktadnikéw
My / M, w zakresach 0 < My / M, < 1oraz 0 < i, < 0.5. Sa one potwierdzeniem przewidywania,
ze w trzech omawianych szczegblnych przypadkach, wystepuje $cisle keplerowski charakter rota-
cji. W szczegolnosci dla bardzo rozciagnietego dysku o bardzo matym promieniu wewnetrznym
rotacja jest zdominowana przez jej potencjal pomimo obecnodci ciezkiego dysku.

Uwzglednienie samograwitacji dysku przyspiesza rotacje. Rachunki numeryczne potwierdza-
ja tezy, ze znaczacego efektu nalezy spodziewac sie dla poréwnywalnych wartosci mas M, oraz
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Rysunek 1.2. Zalezno$é of — M, w funkeji promienia wewnetrznego 7y, dla réoznych mas centralnych
M.. Wykres z lewej strony sporzadzony zostal dla wyktadnika politropy v = 5/3, z prawej dla v = 4/3.

My dla pewnych charakterystycznych wartosei promienia wewnetrznego. Efekt ten nie jest silny
i stabo zalezy od réwnania stanu. Na ten przyktad, dla 7, = 0.5 otrzymuje si¢ @2 = 1.3 oraz
W2 =14dlay=5/4i~=4/3 odpowiednio.

1.6. Wirialne testy poprawnosci rachunkéw numerycznych w modelu
OPN

Dla réwnan hydrodynamiki mozna zapisa¢ klasyczna relacje wirialna [16] postaci
1 1 3
3, + 3,05 1ol2 3.9, _
/dexsz%—2/R3dx2p|v| +2/de9:2p—0, (1.40)

gdzie p = M0 (x) + 0, U = Uyep + Uqg oraz AUy, = 4rGM 0P (x), AUy = 47Go. Podejscie
tego typu nie jest wtasciwe dla rozwazanego uktadu ze wzgledu na delte Diraca wystepujaca w
wyrazeniu na potencjal Keplerowski. korzysta sie wiec z metody zaproponowanej w pracy [17].
Rozwazmy wektor

W= ((x V) Ua + ;Ud> VU, — ;wadF + 4rGpx (1.41)
i jego dywergencje
V-w = 4rG <;gUd+gx.VUd+x.vp+3p). (1.42)
Z réwnania Eulera dostaje sie
0X-VUg+x-Vp=—px-VUp — 0x- (V- V)v. (1.43)
Dla potencjatu keplerowskiego zachodzi —x - VUyep, = Uep, zatem
V-w =47G (o(U + Ukep) /2 — 0x - (v - V)V + 3p) . (1.44)

Z powyzszej formuty widac¢, ze dywergencja V - w znika poza dyskiem, natomiast z (1.41)

x]’w — 0 Iz x| = /22 + 192+ 22 — 0. 1.45
x| ., przy y

wynika, ze
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Rysunek 1.3. Zaleznos¢ 03/ M, —1 w funkcji promienia wewnetrznego 74, dla réznych mas centralnych
M.. Wykres z lewej strony sporzadzony zostal dla wyktadnika politropy v = 5/3, z prawej dla v = 4/3.

Catkujac rownanie (1.44), nastepnie wykorzystujac twierdzenie Gaussa mozna otrzymac
4nG /R & [o(U + Usep) /2 + olv]* + 3p] = 0. (1.46)
Interpretujac poszczegolne cztony mozna réwnowaznie napisaé

Epot + 2Ekin + 2Etherm = 07 (147)

gdzie Epor = 1 fps &®z o(U — GM,/|x|) to calkowita energia potencjalna, B, = 1 fps d®z gviv’
to calkowita energia kinetyczna, Fiperm = % Jgs A3z p to calkowita energia wewnetrzna. Ze
wzgledéw praktycznych warunek do przetestowania przyjmuje postaé

E 0 2F in 2F erm
¢ — Dpot T 28kin 7 Zhtherm _ (1.48)
Epot

W tabelach 1.1-1.3 zamieszczone sa testy zbieznosci dla typowej konfiguracji dyskowej otrzy-
manej i przetestowanej opisanymi powyzej metodami. Numeryczna precyzja jest tutaj kontro-
lowana przez trzy parametry: rozdzielczosé siatki numerycznej, liczbe wielomianéw Legendre’a
uzytych w rozwinieciu katowym dla metody numerycznej rozwiazujacej réwnanie Poissona oraz
przez parametr tolerancji o).

Tabela 1.1 przedstawia zalezno$¢ wynikow (wy oraz wyniku testu wirialnego €) od rozdziel-
czosci siatki numerycznej, liczby uzytych wielomianéw L, oraz parametru tolerancji g W
tym przypadku model zakladal M, = 1, 75, = 0.3, v = 5/3. Otrzymana masa dysku dla tej
konfiguracji wyniosta My ~ 0.29.

Tabele 1.2 i 1.3 prezentuja zbieznos¢ metody w zaleznosci od wartosci masy punktowej
M. (lub réwnowaznie od stosunku M,/My). Dane zostaly otrzymane dla L = 200, v = 5/3,
Fm = 0.3 1 0t = 1075, Tabla 1.2 zawiera dane dla przypadku M, = 0 (gdzie masa dysku
wyniosta My ~ 0.49). Tabela 1.3 zawiera dane dla przypadku M, =10 (Md ~ 1.4 x 1072).

Nalezy zwroci¢ uwage, ze wyniki testow zaleza mocno od rozdzielczosci siatki numeryczne;j.
Otrzymane wartosci pozostaja w zgodzie z wynikami przedstawionymi w pracy [23] gdzie wyniki
numeryczne testowane byty wtasnie ze wzgledu na rozdzielczosé.
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Tabela 1.1. Zalezno$é otrzymanych wynikéw od rozdzielczosci, liczba wielomiandéw Legendre’a uzytych
w rozwinieciu katowym dla metody numerycznej rozwigzujacej réwnanie Poissona oraz parametru
tolerancji gtol-

rozdzielczo$¢ L Dol @o €
100 x 100 200 107° 1.029945714 2.22 x 107°
200 x 200 200 107° 1.029948775 5.49 x 107
400 x 400 200 107° 1.029949540 1.30 x 1076
800 x 800 200 107° 1.029949076 2.45 x 10~
1600 x 1600 200 107° 1.029949123 1.67 x 1078
3000 x 3000 200 10=° 1.029949140 7.92 x 1078
5000 x 5000 200 10~° 1.029949137 9.51 x 1078
100 x 100 200 107% 1.029945714 2.22 x 107°
200 x 200 200 107% 1.029948775 5.49 x 1076
400 x 400 200 107% 1.029949540 1.30 x 1076
800 x 800 200 107% 1.029949076 2.45 x 10~
1600 x 1600 200 107% 1.029949123 1.67 x 1078
3000 x 3000 200 1076 1.029948709 2.54 x 10~®
5000 x 5000 200 1076 1.029948705 4.13 x 1078
2400 x 2400 100 10™° 1.029948963 7.35 x 10~"
2400 x 2400 200 10~° 1.029949132 6.53 x 1077
2400 x 2400 300 10™° 1.029949145 6.47 x 1077
2400 x 2400 400 10™° 1.029949147 6.46 x 1077
2400 x 2400 500 107° 1.029949148 6.45 x 1077

Tabela 1.2. Zaleznos¢ otrzymanych wynikow od rozdzielczosci dla masywnego dysku w przypadku

Tabela 1.3.  Zaleznos¢ otrzymanych wynikéw od rozdzielczosci dla lekkiego dysku w przypadku gdy

gdy M. = 0 oraz gy, = 1072 i L = 200.

rozdzielczosé

wo

€

100 x 100
200 x 200
400 x 400
800 x 800
1600 x 1600
3000 x 3000
5000 x 5000

0.339018059
0.339031477
0.339034828
0.339035663
0.339035431
0.339035495
0.339035486

1.32 x 1074
3.67 x 107
1.29 x 107
6.99 x 1076
5.51 x 1076
5.15 x 1076
5.06 x 1076

M. =10 oraz pio = 107° i L = 200.

rozdzielczosé

Wo

€

100 x 100
200 x 200
400 x 400
800 x 800
1600 x 1600
3000 x 3000
5000 x 5000

3.164121422
3.164121530
3.164121439
3.164121436
3.164121424
3.164121425
3.164121425

1.14 x 107°
2.32 x 1077
1.25 x 1079
5.66 x 1078
712 x 1078
7.46 x 1078
7.55 x 1078
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Rysunek 1.4. Zaleznosci &3/ M, od My/M, dla réznych wartosci i,. Wykresy z lewej strony sporza-
dzone zostaly dla wykladnika politropy v = 5/3, z prawej dla v = 4/3.

1.7. Szacowanie mas obiektéw astronomicznych na przykladzie
NGC4258

W literaturze astrofizycznej typowym podejsciem do keplerowskich krzywych rotacji jest
zatozenie, ze dynamika zdeterminowana jest przez centralng mase M., przy zalozeniu, ze jest
ona znacznie wieksza od masy dysku My. Tego typu rozumowanie przeprowadzone zostalo w
pracy |2]. Analiza przeprowadzona w rozdziale 1.6 pokazuje, ze dla poréwnywalnych mas obu
sktadnikow na czestosé rotacji wpltyw maja oba komponenty, a wplyw ten nie przejawia sie w
prosty (np. addytywny) sposoéb. W pracy [24| opracowana zostala fenomenologiczna formuta
pozwalajaca na okreslenie proporcji pomiedzy masami przy znajomosci parametréw geome-
trycznych dysku wykazujacego rotacje keplerowska.

Definiuje sie nastepujace zmienne: x := My /M., y := Tin/Tour- Korzystajac z relacji (1.14) i
prawa rotacji (1.1), mozna napisac

wo

GM,

=1 + 5/(Tin7 MC7 Q)7 (149)

gdzie &' (rin, Me, 0) = d(7n, M., 0)/(GM.). Metodami numerycznymi przeanalizowanych zostalo



24 Rozdziat 1. Uktady newtonowskie

bardzo wiele przypadkow dla réznych wyktadnikow politropy (v = 4/3, v = 5/3, oraz posred-
nich), dla r6znych relacji pomiedzy masami, masa centralng oraz masa dysku x oraz dla roznych
relacji pomiedzy promieniami, wewnetrznym i zewnetrznym y. Na przyktadzie v = 5/3 poka-
zane jest w [24], ze funkcje ¢'(ri,, M., 0) mozna aproksymowac nastepujaca fenomenologiczna
formula

m, (1.50)

gdzie

fly) = 1.322y —3.719y* + 13.47y> — 44.48y*
+116.9y° — 206.2y° 4+ 208.9y" — 90.60y°,

gly) = 0.4778 4 0.9495y — 31.67y> + 258.4y°
—1431y* 4+ 5169y° — 11100y° + 12760y"
—6034y°,

h(y) = 0.7423 4+ 0.6313y — 43.57y* + 375y°
—2059y* + 7281y° — 153904° + 17520y"
—8242y°.

Funkcje f, g, h sa nieujemne i mniejsze od 1 dla y € (0,1). Z rownania (1.50) wynika, ze masa
centralna jest zawsze mniejsza od wielkogci Qr® /G oraz ze dla przypadku gdy My < M, rotacja
jest niemalze Scisle keplerowska jezeli tylko ry, jest odpowiednio mate.

W ostatnim czasie pojawito si¢ wiele nowych danych astronomicznych dotyczacych aktyw-
nych jader galaktyk (AGN) emitujacych promieniowanie maserowe |25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32|.
Uktad NGC4258 wyrdznia sie sposrod nich najdoktadniej wyznaczonymi parametrami, stano-
wiac tym samym najodpowiedniejszy przyktad prezentacji metody. Dzieki detekcji promienio-
wania maserowego potwierdzona zostalta keplerowska rotacja uktadu. Znana jest rowniez jego
masa centralna [M, = (3.9 £ 0.3) x 10"My, wedlug autoréw [2|. Inne doniesienia mowia o
M, = (3.3£0.2) x 10"M, [33]]. Dla potrzeb ponizszych rachunkow przyjeto srednia arytme-
tyczna powyzszych wartosci i zatozono, ze zwigzany z masa centralna promien Schwarzschilda
dla tego uktadu wynosi R, := GM./c®> = 5.8 x 10'? cm. Istnieja przestanki $wiadczace o tym,
ze dysk w tym przypadku znajduje sie rowniez poza obszarem obserwacji promieniowania ma-
serowego, mianowicie, ze siega bardzo blisko centralnej masy [34]. W rachunkach przyjeto sie
warto§¢ promieni 7y, = 2.6 X 107° pc, 7out = 0.26 pc. Z obserwacji astronomicznych znana jest
ponadto wzgledna grubosé dysku, ktoéra stanowi 1/800 odlegtosci jego zewnetrznego brzegu od
centrum. Analizujac réwnanie (1.50) oraz rysunek 1.5 tatwo sprawdzi¢, ze w przypadku gdy
My < M. wyrazenie Q/(GM.) ~ 1 (z doktadnoscia do 0.001). Przy zalozeniu wspomnianych
parametréw geometrycznych oraz 7 = 5/3 na podstawie numerycznych rachunkow otrzymuje
si¢ oszacowanie masy dysku w tym uktadzie My = 2.62 x 107°M, = 100M. W rachunkach
numerycznych wzieto pod uwage réwniez modele o innych wyktadnikach politropy. Badania
wykazaly, ze oszacowania masy stabo zaleza od réwnania stanu. Przy zalozeniu v = 4/3 osza-
cowanie na maseg dysku wyniosto My = 190M. W rzeczywistosci okazac¢ si¢ moze, ze dysk
rozciaga sie znacznie dalej niz 0.26 pc. W takim przypadku nalezaloby sie spodziewaé, ze jego
masa moze by¢ wicksza. Metoda ta pozwala w zwiazku z tym tak naprawde na oszacowanie
dolnej granicy. Otrzymany modelowy profil gestosci rozwazanego dysku przedstawia rysunek
1.6.
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Rysunek 1.5. Zaleznogé¢ wielkosci w3 /(GM.) od stosunku mas . Wykres sporzadzony dla wyklad-
nika politropy v = 5/3 oraz 7in/rout = 10™%. Przerywana linia oznacza dopasowana funkcje (1.50).
Zaznaczone punkty oznaczajg otrzymane numeryczne wartosci dla réznych mas centralnych M..

1.8. Newtonowskie uklady dyskowe — wnioski

W oparciu o tysiace rozwiazan numerycznych przeprowadzonych dla politropowego modelu
stacjonarnych, osiowo-symetrycznych keplerowskich dyskéw zostato pokazane wprost, ze ciezki
dysk moze rotowaé zgodnie z keplerowskim prawem rotacji (1.1). Proporcje pomiedzy masami,
masg centralng i masa dysku moga zosta¢ okreslone pod warunkiem znajomosci dwoch geome-
trycznych parametréw, mianowicie: rozmiaréw radialnych dysku ry, i 704, oraz jego wzglednej
grubosci H/(row — Tim). Dzieki przeprowadzonej analizie mozna takze odpowiedzie¢ na pyta-
nie na ile wiarygodne sg oszacowania masy w keplerowskich uktadach, czynione na podstawie
zatozenia, ze ich rotacja jest $cisle keplerowska. Numeryczne rachunki pokazaty, ze ruch taki
odbywa sie z predkoscia katowa wieksza niz /GM, r=3/2, ale mniejsza niz /G (M, + My) r=3/2,
Mozna wyr6zni¢ ponadto trzy jakosciowo rézne modele dyskow dla ktorych rotacja jest Scisle
keplerowska. Sa to przypadki bardzo mocno rozciagnietych dyskéw z malym promieniem we-
wnetrznym usytuowanym bardzo blisko masy punktowej, przypadki dyskéw o ksztaltcie obreczy,
ktorych promien wewnetrzny oddalony jest znacznie od centralnej masy punktowej, oraz przy-
padki ptynu testowego, w ktorych masa dysku jest wielokrotnie mniejsza od masy centralnej.
W ogoélnosci jednak tego typu uktady nie rotuja w sposob Scisle keplerowski, a grawitacja dysku
ma wplyw na dynamike uktadu oraz przebieg krzywej rotacji.
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Rysunek 1.6. Rozklad gestosci materii dyskowej dla przypadku v = 5/3 dla ktorego parametry geo-
metryczne zgadzaja sie z wyznaczonymi obserwacyjnie parametrami AGN NGC 4258. Uzyte jednostki
gestosci to g/cm3.



Rozdzial 2

Uklady post-newtonowskie

2.1. Konstrukcja modeli dyskéw post-newtonowskich

2.1.1. Opis w ukladzie kartezjanskim

Rozdzial ten, oparty na publikacji [13] zawiera ogolnorelatywistyczna analize dyskutowa-
nych wczesniej uktadow. Przyjeta zostata konwencja w ktorej tensor metryczny ma sygnature
(—,+,+,+) i w ktorej rownania Einsteina maja postac

R G
R;uz - g/w§ = 87T074Tw/7 (21)
gdzie T}, jest tensorem energii-pedu-napie¢. Sktadowe tensora metrycznego okreslajacego naj-
bardziej ogdlnag geometrie w pierwszym przyblizeniu post-newtonowskim maja postac:

2 2 _
goo = —1 = SU = JU° + O(c™), (2.2)
1
Joi = gAi +0(c™?), (2.3)
2 —4

Element liniowy w takiej geometrii wyraza sie z doktadnoscia do cztonéw 1PN jak nastepuje:

d52 — <_1 _QU(ZL’,y,Z) _2(U(l‘,y,2))2> (de)Q_‘_

C2
Ai (:Ea Y, Z)

3

Ulz,y,2)
2

Cc

—2 dz'dz® + (1 —2 ) (dz® + dy? + d2?) . (2.5)

Symbol A; oznacza tzw. potencjat rotacyjny. Powyzsze wzory wypisane zostaly w karte-

zjanskich wspohrzednych, dla ktorych x = 2ty = 22,2z = 23,20 = ct, w standardowym

post-newtonowskim cechowaniu:

1
0,90j — B Ogj; = 0(075)7 (2-6)
1
0;9ij — D) 9i(gj; — g00) = O(c™™). (2.7)

Tensor energii-pedu-napie¢ dla rozwazanego modelu materii ma postac

T = T + T3, (2.8)
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gdzie Tgﬁ opisuje punktowa mase znajdujaca sie w $rodku uktadu wspotrzednych, natomiast
T3 o zwiazany jest z materie dyskowa. Tensor ng jest proporcjonalny do delty Diraca

2 ,,Q B
aB M .c* ugpupy

BH =

V9 Uy

gdzie M, jest parametrem utozsamianym z masa czastki punktowej. Definiuje si¢ wielkosci takie
jak wyznacznik z macierzy tensora metrycznego g := — det(g,,) oraz czteropredkos¢ wzdiuz

linii $wiata czastki uly := dz8y/(cdrsn), ktora jest parametryzowana przez jej czas wlasny

mu. Przy zalozeniu, ze czastka ta znajduje sie w spoczynku, w srodku uktadu wspoétrzednych
zpn(t) = 0, tensor TS5 upraszcza sie do

M.c?
00 _ M€ 0

TBH - \/g BH

Dla pltynu politropowego tensor energii-pedu-napie¢ dla materii dyskowej przyjmuje postac

5(3)()( — ZBH<t)), (29)

68 (x), TS =T = 0. (2.10)

737 = o(c® + h)u*u’ + pg*?, (2.11)

gdzie o to gesto$é¢ barionowa, h to entalpia wtasciwa, p to cisnienie. Czteropredkosé normalizo-
wana jest wedtug wzoru g,gu®u’ = —1 i dana jest standardowa formuta u® := dz#/(cdr), gdzie
T jest czasem wlasnym wzdluz linii §wiata czastek pltynu. Wprowadzajac definicje v? := §;0'v7,
v' := da'/dt, tatwo przekonaé sie, ze sktadowe czteropredkosci mozna zapisa¢ jak nastepuje

1 . 1 :
wW=1+c¢2 <21),~UZ + U> — 3 (QAiUZ) ,

. v 1 . 1 .
=1 ‘2<¢’ U)—‘3<Aﬂ)]. 2.12
U= { +c 5 Vit + ¢ { gAw (2.12)
Ogolnorelatywistyczny opis wymaga wprowadzenia nowej wielkosci termodynamicznej (poza
gestoscia barionowa, wystepujaca w prawie zachowania (2.20)), mianowicie gestosci energii
wlasciwej e, zwiagzanej z entalpia wtasciwa relacja

h: e_'_p—CQ. (213)
%
W przypadku relatywistycznym, politropowe rownanie stanu przybiera postac
K(S
e(0,5) = oc® + &5 i@”, (2.14)
")/ —

gdzie S jest entropia wlasciwa. Przy tak zdefiniowanych wielko$ciach termodynamicznych oraz
zalozeniu stalodci entropii stuszne sa nastepujace zwiazki

Oe
0/s

Y -1
h(o,5)=K——p""". 2.16
(0,9) o (2.16)

Rownania (2.1) w tak sformulowanym zagadnieniu przyjmuja postacé
4G ; _

AU = T2 /5T~ T) + O, (2.17)

AA; = —1671(5T0i + O(c™?), (2.18)
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ktorych uzupetieniem jest zestaw praw zachowania, to znaczy relatywistyczne rownanie Eulera
oraz wspomniane wyz prawo zachowania pradu barionowego

V17 =0, (2.19)
Va(ou®) = 0. (2.20)

Pomijajac wyrazy male, tj. O(c™*) i O(c™?), mozna przepisa¢ kolejno réwnania Poissona na
potencjaly grawitacyjny U i rotacyjny A; w postaci

AU = 47G (0 + Mc(1 + ¢ V)6 (x) + ¢ (2p + o(h — 2U + 2v%)) ) , (2.21)
AA; = —167Gov;, (2.22)
rownanie Eulera
0; (Q vl 4 ¢ 20! (—Ai +v'(h — 6U + v2)) + (1 —2¢72U)p 5{) =
— (04 Mc(1+ 200D (x) + ¢ (2p + o(h — 2U + 2v%))) iU — ¢ 00’045, (2.23)

oraz réwnanie ciggtosci
. : a!
0= 0;(y/gu'ov') = &(QUZ +c 2o (2V2 — 3U)> +0(c™). (2.24)

2.1.2. Opis w ukladzie cylindrycznym — warunki osiowej symetrii

W tym punkcie dotychczasowe rozwazania zostana zawezone przez przyjecie zatozen mode-
lowych o obrotowej symetrii oraz symetrii odbiciowej wzgledem plaszczyzny rownikowej. Opis
prowadzony bedzie w zaleznosci od potrzeb we wspolrzednych kartezjanskich (taciriskie indeksy)
oraz we wspolrzednych cylindrycznych (r, ¢, z), gdzie © = r cos ¢, y = 7 sin ¢.

W osiowej symetrii, w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych, tréjwektory opisujace poten-
cjat rotacyjny oraz predkosé katowa maja tylko jedna niezerows sktadowa. Wektorowy potencjat
rotacyjny ma posta¢ A = Ayde, natomiast wektor predkosci v = Q204. W zwigzku z symetria,
wspomniane dwa wektory, oraz skalarne wielkosci g, p, h i U nie zaleza od zmiennej ¢.

W podejsciu 1PN, referowanym tutaj za [13] standardowo stosowany bedzie system oznaczeri
w ktorym dana wielko$é € rozdzielona zostata na czes¢ newtonowska &, oraz post-newtonowska
poprawke & wedtug formuty

£ =& +c % (2.25)

W szczegolnoscei dla gestosci o oraz predkosci katowej (2 zachodzi
0=00+c o1, (2.26a)
Q=Qo+c 2. (2.26b)

Stosujac powyzsze rozwiniecia otrzymuje sie
1
—0ip = Oiho + ¢ 20;h+O(c™?), (2.27)
%

gdzie post-newtonowska czes¢ entalpii wlasciwej hy wyraza sie wzorem

hy = (v — 1) ho 2. (2.28)
0o



30 Rozdziat 2. Uktady post-newtonowskie

Korzystajac z rownania (2.27) tatwo sprawdzi¢ nastepujace zwiazki taczace gradient ci$nienia
z entalpia wlasciwa

aipo = Qoaz‘hm (229)
0ip1 = 000;h1 + 010;ho. (2.30)

Analogicznie réwnanie Eulera (2.23) rozdziela sie na czesci newtonowska i post-newtonowska.
Otrzymujemy odpowiednio

Vi (00vhvd) + 0ipo = —000:Uo + 9;Uy M6 (x), (2.31)

oraz
\ (go(vév{ + vivg) + 010508 + 00 v} (—Ai + vg(ho — 6Uy + 7“293)) + (p1 — 2p0U0)5f)

= —(aiUl—i-aniUo) MC§(3)(X)— (Q1 + 2p0 + ) (ho — 2U0 + QTQQg)) aiUo—QoaiUl—Qo U(J)alAJ
(2.32)

To samo dotyczy potencjatu grawitacyjnego, dla ktorego
U=U+c2U,. (2.33)

Roéwnania na Uy zawieraja jedynie parametry rzedu zerowego, natomiast do obliczenia U; po-
trzebna jest znajomo$é rozktadu post-newtonowskiej poprawki do gestosci g;

AUy = 4G (M5P (x) + 00) , (2.34a)
AU, = 4G (MUod®) (%) + 01 + 2po + o(ho — 20U + 2r°Q3) ). (2.34D)

W czesci newtonowskiej masa dysku obliczana byta jako catka objetosciowa z profilu ge-
stosci My = [, d3rgp, a masa calego uktadu byla réwna sumie M, + My. W tym modelu
post-newtonowska poprawka do masy M;py definiowana jest jako catka objetosciowa ze Zrodia
w rownaniu (2.34b)

Mipy = / d*z 47 G (M Uod® (x) + 01 + 2p0 + 00(ho — 2Up + 2r°)) (2.35)
1%
Calkowita masa uktadu wyraza si¢ wzorem
1
M = M.+ My + C—2M1PN. (2.36)

Prawe strony rownan (2.31), (2.32), i (2.34) zawieraja wyrazenia proporcjonalne do delty Di-
raca postaci f(x)0®)(x), gdzie funkcja f moze by¢ osobliwa w poczatku uktadu wspétrzednych.
Tego typu wyrazy zostaly zastapione przez Pfo(f)6®)(x), gdzie Pfq i oznacza czesci skoriczone
Hadamarda dla funkcji rozwinietej wokot osobliwego punktu x = 0.

Operacja Pfy, (f) dla funkcji f bedacej osobliwa w x¢ zdefiniowana jest jak nastepuje. Niech
bedzie dany wektor jednostkowy n. Mozna zdefiniowaé¢ funkcje fn(e) := f(x0 + en), ktore;
rozwiniecie w szereg Laurenta wokot ¢ = 0 ma postaé

o0

fule) = Z Ay (n)e™. (2.37)

m=—N



2.1. Konstrukcja modeli dyskow post-newtonowskich 31

Skoriczona czesé funkeji f zdefiniowana jest jako wspotezynnik przy €° usredniony po wszystkich
kierunkach:

Pt (f) := 417T f d6 ag(n). (2.38)

Tego typu metody regularyzacji osobliwych funkcji byty czesto uzywane w numerycznych proce-
durach obliczeniowych dla post-newtonowskich réwnan ruchu dla uktadéw czastek punktowych
[35].

Rozwiazanie rownania (2.34a) mozna symbolicznie zapisaé¢ jako
G M,

Y

Sa to doktadnie rownania (1.5) i (1.6) na potencjal newtonowski, ktore zostaly wprowadzone

w rozdziale pierwszym. Poniewaz Pfo(1/|x|) = 0, wyraz Usd®(x) po prawej stronie réwnania
(2.34b) mozna zastapi¢ przez US(0)6®)(x) i przepisa¢ réwnanie w formie

Up(x) = +UNx), USx):=41G(A 00)(x). (2.39)

AU, = 47G (MCU(?(O)(S(?’) (x) + 01 + 2po + 00(ho — 2Uy + 27«293)) : (2.40)

Prawa strona réwnania (2.31) zawiera 9;U6®) (x), ktory mozna zastapi¢ przez Pfo(9;Up)0®) (x)
i zgodnie z (2.39) otrzymuje sie

Pfo(0;Uy) = Pfo(G Mz /x| + 0,;U(x)) = 0 + 9;US(0). (2.41)

Z drugiej strony 9;U§(0) = 0 i ze wzgledu na osiowa i réwnikowa symetrie cale wyrazenie réwne

jest zero. Podobna procedura moze zosta¢ zastosowana dla wszystkich wyrazéw zawierajacych

delty Diraca w rownaniu (2.32) i na tej samej zasadzie potencjalnie osobliwe wyrazy znikaja.
Newtonowska czes¢ rownania Eulera we wspotrzednych cylindrycznych przyjmuje postaé

0.ho = —0.Uy, (2.42a)
Orho — Q2 = —0,U, (2.42b)
natomiast cze$¢ post-newtonowska
d.hy = —0,Uy — Q00, Ay — (ho — 2Uy — 2r°Q20, Uy + 2Us0, ho, (2.43a)
Ophy — 2rQQy — rQ2(hy — 6Uy + 172423
= —0,Uy — Q00, Ay — (ho — 2Uy — 2r*Q2)0,Uy + 2Un0, ho. (2.43Db)

Wykorzystujac zwigzki (2.42) mozna uprosci¢ rownania (2.43) do postaci

—(9Zh1 — @ZUl — QQ@ZA¢ — (h(] -+ 27"2Q(2))8ZU0 = O,
(2.44a)

—0,hy — 0,Uy + 2rQoQ — 000, Ay + 12 (Q0)* + rQeho — 4rQ5Us — (ho + 2r*Q5)0,Uy = 0.
(2.44b)

Definiujac nowa wielko$¢ ¥ jako potencjal
3
W =~y — Uy = QoA + 2203 — ShE — dhoU — 2UF — /dr P+ Fi(r)  (2.45)
oraz wykorzystujac zwiazek 0,y = 0 mozna przepisa¢ rownania (2.44) w formie
0,V =0, (2.46a)
0.0 + 2rQo + Ay, — 2r°0,Q5h = 0. (2.46b)
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Nalezy zwroci¢ uwage, ze zachodzi tutaj swoboda wyboru funkcji Fi(r). W prezentowanym
podejsciu stosuje sie wybor Fi(r) = 0. Wybér taki prowadzi do rownan zgodnych z opraco-
waniem [14]. Odkrycie, ze funkcja ta jest dowolna miato miejsca po ukazaniu si¢ tekstu [13] i
zostalo opisane w [41]

W cylindrycznym uktadzie wspotrzednych, jedyna niezerowa sktadowa potencjatu wektoro-
wego A jest rozwigzaniem rownania

AAy— R Orde —167Gr? 0. (2.47)

r

2.2. Wyniki analityczne — warunek catkowalnosci

Rozniczkujac pierwsze z rownan (2.42) po zmiennej radialnej r oraz drugie po zmienne;
wertykalnej z, i odejmujac stronami otrzymuje sie 0,2y = 0. Jest to warunek catkowalnosci
newtonowskiego uktadu réwnan hydrodynamiki. Zawiera on informacje dotyczaca pola predko-
Sci, moéwiaca ze wartosé predkosci kontowej €2y jest funkcja wytacznie odleglosci od osi obrotu 7.
Zadanie stabilnosci wymaga dodatkowych zalozeni zwigzanych z wlasciwym momentem pedu,
zarowno w hydrodynamice newtonowskiej jak i relatywistycznej [36, 37, 16].

Analogiczny warunek catkowalno$ci mozna otrzymaé dla post-newtonowskich rownan wy-
chodzac z uktadu (2.46) i rozniczkujac pierwsze rownanie po zmiennej radialnej r, drugie po
zmiennej wertykalnej z, nastepnie odejmujac stronami, co prowadzi do

2rQ00. + (0,)(0,Ay) — 220,950, ho = 0. (2.48)

Stad mozna znalezé¢ wyrazenie na poprawke do predkosci katowej

A
Q =~ 2 g4 o
Qo

. 2
o 8,02 + Fy(r). (2.49)

A zatem ze post-newtonowskim réwnaniom (2.46) mozna nadac forme algebraiczna i zapisac
U(r,z) = const (2.50)

pod warunkiem, ze
A
Ql = —7(#87.90 + 2rh08TQO -+ FQ(T’). (251)
QTQO

Uwzgledniwszy prawo rotacji (1.1) powyzszy wzor przyjmuje algebraiczng forme

Ql = —F:i;;{.j - 390}10 + FQ(’I“). (252)

Ostatni czton w powyzszym wyrazeniu zalezny jest od wyboru funkcji Fi(r) w rownaniu
(2.45). W rozdziale niniejszym, zgodnie z rozumowaniem przeprowadzonym w [13| ktadzie sie
warunek Fy(r) = 0. W nastepnym rozdziale przedstawiona zostanie analiza szerszej klasy modeli
Z FQ(’I") 7£ 0.

Oba pozostate cztony zaleza od przyjetego prawa rotacji, a doktadnie od newtonowskiej
predkodci katowej. Pierwszy z nich zwigzany jest ponadto z funkcja metryczng Ay i jest inter-
pretowany jako wleczenie uktadu wspotrzednych. W taki wtasnie sposob, ten relatywistyczny
efekt manifestuje sie w przyblizeniu post-newtonowskim. Mamy tutaj do czynienia z dodatnim
sprzezeniem zwrotnym dla efektu wleczenia uktadu wspotrzednych i oraz predkosci kontowej.
Drugi ze sktadnikow zalezy réwniez od entalpii wlasciwej, a wiec od rozktadu materii dyskowej.
Funkcje Ay 1 €y zmieniaja znak dla Qy — —€, stad rozwaza si¢ jedynie przypadek €y > 0.
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Pierwsza sktadowa sumy znajdujacej sie we wzorze (2.51) na post-newtonowska poprawke
do predkosci katowej, w zwiazku z obecnoscia funkcji metrycznej nazywaé sie bedzie czescig
geometryczng

Ay

Q = ———0,0. 2.
1,geo QTQUOT 0 ( 53)

Sktadnik ten jest wszedzie nieujemny i przyczynia sie do przyspieszenia rotacji. By sie o tym
przekona¢ niezbedna jest wiedza na temat znaku A,. W pracy [13] udowodniono lemat mowiacy
o tym, ze warto$¢ tego pola w tak postawionym modelu jest zawsze nieujemna, co w potaczeniu
z ujemng pochodna 0,£)y malejacej funkcji Qy(r), oraz znakiem minus przed calym wyrazeniem
daje wielko$¢ nieujemna, €2 geo > 0.

Drugi sktadnik nazywaé si¢ bedzie czescig dynamiczng lub antywleczeniowq

Ql,dyn = 2Th08rQo. (254)

Z analizowanego juz znaku pochodnej 0,€)y oraz nieujemnosci entalpii hy wynika, ze powyzsze
wyrazenie jest wszedzie niedodatnie, 24 4y < 0. Oznacza to, ze jej wktad powoduje zwigkszenie
okresu rotacji.

Okazuje sie wiec, ze jeden z efektéow przyspiesza, drugi opdznia rotacje wzgledem tej z
newtonowskiego modelu. Z jednej strony powoduje to zmniejszenie sumarycznego efektu, w
zwigzku z czym poprawka jest niewielka, z drugiej jednak prowadzi do koncepcyjnie ciekawych
wynikoéw. Okazuje sie bowiem, ze mozna dobra¢ takie parametry modelu, dla ktérych efekt
geometryczny bedzie wyraznie dominowal, jak rowniez mozna stworzy¢ konfiguracje taka, ze
otrzymany efekt bedzie doktadnie odwrotny. Najbardziej interesujacym jednak przypadkiem
jest ten, w ktorym oba efekty sa poréwnywalne, wtedy to, za sprawa post-newtonowskich po-
prawek w pewnych czeSciach dysku mozna zaobserwowaé rotacje wolniejsza, w innych szybsza
niz miatoby to miejsce w podej$ciu newtonowskim.

Mozna wyrézni¢ dwa szczegodlne rodzaje rotacji:

1. Rotacja sztywna. W tym przypadku poprawka €2y jest proporcjonalna do pochodnej z pred-
kosci katowej wzgledem zmiennej radialnej, co powoduje tozsamosciowe znikanie calego
wyrazenia. Mozna przekonaé sie, ze przypadek sztywnej rotacji wyrdznia si¢ sposrod pozo-
stalych tym, ze minimalizuje catkowita energie uktadu na jednostke liczby barionowej, oraz
catkowita energie uktadu na jednostke momentu pedu [40|. Powyzsza analiza pokazuje, ze
zaleznos¢ ta jest dodatkowo wyrdzniona, poniewaz w przypadku sztywnej rotacji, predkosé
katowa nie ulega zmianie przy rozszerzeniu rozumowania z modelu OPN na model 1PN.

2. Rotacja pytu. W przypadku pytu znika cze$é dynamiczna poprawki do predkosci katowej.
Jest to konsekwencja samej natury pytu dla ktoérego p = 0, co jest réwnoznaczne z zerowa-
niem sie entalpii wtasciwej. W rezultacie na pyl wplyw ma jedynie efekt geometrycznego
wleczenia.

Zachowanie sie ptynu politropowego i pytu jest skrajnie réozne w podejsciach newtonowskim
i post-newtonowskim. W modelu 0PN predkos¢ katowa jest funkcja jedynie odlegtosci od osi
obrotu. Jest to stuszne nawet w przypadku bardzo ciezkich dyskow, gdzie kazdy jego element
rownoodlegly od osi z posiada taka sama predkosé. Uwzglednienie post-newtonowskich popra-
wek prowadzi do zupelnie innego obrazu. Predkos¢ katowa nie jest juz dtuzej funkcja jednej
zmiennej, ale zalezy zaréwno od odlegtosci od osi obrotu jak i od odlegtosci od réwnikowe;j
ptaszczyzny symetrii. Co wiecej, nie tylko warto$¢ poprawki, ale i znak sa zdeterminowane
przez parametry danej konfiguracji.
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2.3. Konstrukcja post-newtonowskich modeli numerycznych,
skalowanie

Rownania (2.34), (2.42), (2.43) 1 (2.47) sa niezmiennicze wzgledem nastepujacego skalowania
[13]

0o h() QO UO
X=hn Me=Moo =35 h= o=y D=
A¢ 01 h1 Ql Ul

Masa dysku otrzymana w modelu newtonowskim oraz suma mas M. + My sa niezmiennikami
wzgledem takiego skalowania. Poprawka do masy wyliczona w modelu 1PN skaluje si¢ jak
ipn = Mipn/ ), dla cisnienia natomiast zachodzi pj = po/A*. Przy przyjetym réwnaniu stanu
p = K" skalowanie powoduje jego zmiane w zwiazku z wplywem na stata K, ktora skalowac sie
bedzie K’ = KA3'~%. Dla prawa rotacji (1.1) stala wy nie ulega zmianie. W praktyce oznacza to,
ze przy zachowaniu relacji pomiedzy masami, zmieniajac rozmiary liniowe otrzymuje sie rézne
rozwiazania i fizycznie rozne konfiguracje.
Ze wzgledu na koniecznos¢ poruszania sie w granicach stosowalnosci przyblizenia 1PN spel-
nione musza by¢ nastepujace warunki:

1. Poprawka do potencjatu grawitacyjnego musi pozostawaé¢ znacznie mniejsza niz jej newto-
nowski odpowiednik: 1 > |Uy|/c? > |U|/c*. Problem ten dyskutowany jest w dalszej czesci
pracy w oparciu o stosowne wykresy wspomnianych potencjatow.

2. Najbardziej wewnetrzna cze$é¢ dysku musi znajdowaé sie w odpowiednio duzej odlegtosci
od horyzontu Schwarzschilda wyznaczonego przez mase punktows, 2GM./c?* < ry,. W tym
miejscu nalezy zauwazy¢, ze na promien Schwarzschilda wplyw ma réwniez obecno$é materii
dyskowej. Przy spelnieniu wymienionego wyzej warunku uwzglednia sie ten fakt poprzez
dodatkowe oszacowanie wplywu materii dysku na wzrost promienia Schwarzschilda.

3. Lokalna predko$é dzwieku ¢y musi byé¢ znacznie mniejsza od predkosci swiatta, ¢ > c.

W zwigzku z powyzszymi warunkami, liczba potencjalnych konfiguracji jakie mozna prze-
analizowa¢ i na jakich przeanalizowanie pozwala swoboda doboru parametru A jest mocno
ograniczona.

Za parametr okreslajacy skale wplywu pierwszej poprawki na oryginalng wartos¢ predkosci
katowej przyjmuje sie ich iloraz = := (;/c?)/Q. W takiej sytuacji, w zwigzku ze skalowaniem
(2.55) mamy dla réznych konfiguracji relacje

o 1

A A2y’

(2.56)

>/.\ [1]

czyli ==



2.4. Opis procedury numerycznej 35

2.4. Opis procedury numerycznej

Struktura dysku otrzymywana jest na podstawie rownania stanu i prawa rotacji oraz pieciu
rownan

ho = / drQ2r — Uy + Gy, (2.57a)
AUy = 47G (M3®) (x) + 09) (2.57b)
AA, — 282A¢ = —167Gr? 008, (2.57¢)
AU = 47G (MUP(0)59) (x) + 1 + 2po + g0 (ho — 2Us +2047%) ) , (2.57d)
hy = —Up — Ay + 2h2r% — / drrd ()t — 2h0 — 4hoUy — 2U2 — C (2.57e)

na pie¢ pol po(x), Up(x), As(x), 01(x), Ur(x), ktore w sposob kompletny opisuja dana konfigu-
racje.

Wyrazenie 471G M.Uy(0)d(x) po prawej stronie rownania na poprawke do potencjatu prowa-
dzi do —GM.UP(0)/|x| w rozwiazaniu U;. Po wykluczeniu z obliczeri numerycznych osobliwego
punktu x = 0 wyrazenie U (0) mozna wyrazié¢ catka

UP(0) = —G/d?’x%.

Kolejnosé w jakiej rownania zostaly wypisane nie jest przypadkowa i jest zwigzana z proce-
dura numerycznego ich rozwiazywania. Réwnania (2.57a) i (2.57b) stanowia czes¢ newtonowska,
a proces rozwiazywania tego uktadu zostal opisany szczegbétowo w podrozdziale 1.4.

Nastepne w kolejnosci jest rownanie (2.57¢) na potencjal rotacyjny. Nalezy zwrocié¢ uwage,
ze jego zrodlo jest wyrazone wytacznie przez newtonowskie, a wiec obliczone weze$niej wielkosci.
Oznacza to, ze moze zosta¢ ono rozwiazane bez stosowania procedury iteracyjnej. Opis metody
rozwiazywania tego typu rownan zawiera dodatek 3.3.

Przy znajomosci pol po(x), Up(x), Ap(x) mozna uzyé¢ schematu, ktory zastosowany zostal
do rozwigzania uktadu rownan z czesci newtonowskiej. Procedura wyglada podobnie i wykonuje
sie ja na tej samej siatce numerycznej, przy tych samych parametrach zwigzanych z precyzja
(rozdzielczosé, liczba wielomianéw Legendre’a, parametr tolerancji), przy tych samych parame-
trach modelu (réwnanie stanu, 7y, M, Omax)- ROznica polega na tym, ze zrodto w réwnaniu
Poissona na poprawke do potencjatu grawitacyjnego sktada sie z wielu wyrazen o charakterze
newtonowskim oraz z post-newtonowskiej poprawki do gestosci. Z tego wtasnie powodu pierw-
szym krokiem iteracji jest zapostulowanie p; = 0 i obliczenie potencjatu U; ze Zrédla zlozonego
wylacznie z newtonowskich wielkosci. Nowe pola Ay(x), 01(x), Ur(x) wyliczane sa z réwnan, w
ktorych wszystkie newtonowskie wielkosci zapisane sa w zmiennych bezwymiarowych zgodnie
z podrozdzialem 1.3. W przypadku post-newtonowskich poprawek oryginalne wielkosci mozna
odzyska¢ korzystajac z opisanego tam skalowania oraz analizy wymiarowej. W przypadku po-
tencjalu Ay, nie posiadajacego newtonowskiego odpowiednika nalezy postuzy¢ sie wprowadzona
wielkoscia u 1 tak otrzymuje si¢ Ay = A,/ (U ?roy;). Wielkosci newtonowskie zostaly obliczone
juz wezesdniej i na tym etapie traktowane sg jako zadane. Schemat wyglada nastepujaco. Oblicza

sie:
1. Potencjal U, z réwnania (2.57d)

: (2.58)
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gdzie potencjat U d zwigzany jest z rozktadem materii dyskowej i dla gy = 0 jest rozwiazaniem
rOwnania Poissona

AU = 4r (2K + 8o (ho — 200 + 2037 7") ). (2.59)

2. Staly C) wystepujaca w post-newtonowskim réwnaniu Bernoulliego na brzegu dysku w
r = fout = 17 gdZie hO(fout) = hl (fout) = 07

- ~ o 1~ .
C1 = —Uy(Fous) — A¢(rout)worou?;/2 + ng Ou2t 2U0(rout)2. (2.60)

3. Poprawke do entalpii wlasciwej hy z rownania (2.57¢),

1 3~ ~ ~
hy = —Uy — Ay /% + 2ho37 + 2@3~*2 — Sho = 4hoUs — 202 — (. (2.61)
Poprawka do gestosci ¢ zgodnie z (2.28) dana jest jako

b1 = i o .
Ky~

(2.62)

4. Potencjal U, uwzgledniajacy wlasnie wyliczony rozktad 9, dany jest wzorem (2.58) przy
czym rownanie (2.59) posiada juz zrodlo zawierajace wlasnie wyliczona poprawke do gesto-
Sci, nalezy wiec ponownie zapisac

_ M, [ d3328
0, = —— "B g (2.63)

gdzie potencjal ﬁfl zwigzany jest z rozktadem materii dyskowej i dla pelnego zrédta zawie-
rajacego post-newtonowskie poprawki jest rozwiazaniem réwnania Poissona

ATY = 4r (61 + 2K + @0 (ho — 200 + 25377 1)) . (2.64)

Potencjat ten zostanie uzyty do obliczenia nowego rozktadu g,. Widac¢ tutaj $cista analogie
z procedura przeprowadzang w rozdziale pierwszym. W opisie tego schematu zostaly uzyte
bezwymiarowe zmienne wprowadzone w podrozdziale 1.3.

Podobnie jak wczesniej, brzeg dysku zdeterminowany jest przez zadanie parametréw geo-
metrycznych na rowniku, natomiast w otrzymanym profilu stosuje sie obciecia zgodnie z regula

(iL()—FiLl/Cz<O)\/(@O—|—é1/02<O):>B1:§1:O. (265)

Poprawki hy oraz g moga by¢ ujemne. Warunek nieujemnosci jest naktadany jedynie na catko-
wita entalpie oraz catkowita gestosé, czyli na sumy czedci newtonowskiej i post-newtonowskie;j
poprawki. Wszedzie tam, gdzie chociaz jedna z tych wielkosci staje sie ujemna obie poprawki
przyjmuje sie rowne zero.

2.5. Wyniki

Przeanalizowane zostaly modele politropowych dyskoéw z v = 5/3 o poréwnywalnych ma-
sach, M. ~ M,. Parametry dyskow zostaly dobrane tak, by mie¢ pewnosé¢, ze otrzymana
konfiguracja miesci sie w granicach stosowalnosci post-newtonowskiego przyblizenia.
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Rysunek 2.1. Zaleznosci potencjalow Up/c? (lewy wykres) oraz Uy /c* (prawy wykres) od odlegto-
$ci od osi obrotu w plaszczyznie réwnikowej. Zielona krzywa przedstawia potencjal dla przypadku
przedstawionego na wykresie 2.2, czerwona na wykresie 2.3, fioletowa na wykresie 2.4.

Maksymalna predkosé liniowa (1 — U)r( stanowi tutaj co najwyzej 10% predkosci $wiatta.
Rysunki 2.1 i 2.2 przedstawiaja wykresy znormalizowanych potencjatéw newtonowskiego Uy /c?
oraz post-newtonowskiego U;/c?, z ktorych jasno widaé, ze pole 1PN jest o rzedy wielkosci
stabsze od pola rzedu zerowego.

Paleta koloréow na rysunkach 2.2-2.4 przedstawia stosunek = = Q;/(c*Qg) w przekroju
dysku. Jest to pewnego rodzaju miara, ktora informuje o tym jaki wptyw na dynamike ukta-
du ma post-newtonowska poprawka w stosunku do predkosci newtonowskiej. W przyktadach
tych Rg := 2GM,/c? jest promieniem Schwarzschilda zdeterminowanym przez warto$¢ masy
punktowe;j.

Na ruch materii dyskowej w modelu 1PN maja tutaj wptyw dwa efekty. Pierwszy, geome-
tryczny jest przejawem znanego relatywistycznego zjawiska jakim jest wleczenie uktadu wspot-
rzednych. Drugi ma charakter dynamiczny i zalezy od rozktadu materii dyskowej. Rysunek 2.2
przedstawia iloraz post-newtonowskiej poprawki do predkosci newtonowskiej. Zaznaczone sg na
nim dwie izolinie wskazujace miejsca zerowania sie stosunku =. Z palety barw mozna odczytac,
ze wewnatrz zaznaczonej izolinii stosunek ten jest mniejszy od zera, a wiec dominuje efekt dy-
namiczny (antywleczeniowy), stanowiacy do 3%o wartosci newtonowskiej. W pozostalej czesci
dysku, wieksze znaczenie ma dodatni efekt geometryczny, ktérego wartosé siega 4%o0 wartosci
newtonowskiej. Nalezy zwroci¢ uwage, ze wielkosé¢ (1 —U/c?)r + O(c™*) w ramach przyblizenia
1PN jest rowna promieniowi obwodowemu, czyli odlegtosci obwodowej od osi z.

Metodami numerycznymi mozna przeanalizowaé¢ wiele innych, jakosciowo podobnych kon-
figuracji. Przesuwajac wewnetrzny promien dysku od centrum uktadu obserwuje sie ostabienie
efektu dynamicznego na rzecz efektu geometrycznego. Dla ry, stanowigcego ok 18% 7oy dla
catego obszaru dysku obowiazuje relacja 4 gyn < €4 geo- Prog 18% nie jest w zaden sposob wy-
rozniony i moze byé¢ inny, przy innym doborze pozostalych parametréw uktadu. Nalezy zwrocié
jednak uwage na ogélng zalezno$¢ 2y qyn i {21 geo Oraz ich wzajemnych relacji od promienia
wewnetrznego. Efekt zmniejszania obszaru wpltywu jednego ze sktadnikéw na rzecz drugiego
prezentuje rysunek 2.3. Metodami empirycznymi mozna przekonaé si¢, ze w analizowanych
uktadach efekt geometryczny zaczyna dominowaé nad dynamicznym gdy wzgledna grubosé
dysku spekialta relacje (rout — 7in)/Tout > 0.2.

Posrod przebadanych konfiguracji znalazty sie takie, w ktorych stosunek = osiggal war-
tos¢ kilku procent. Rysunek 2.4 przedstawia mocno relatywistyczny uktad w ktérym promien
wewnetrzny jest stosunkowo blisko horyzontu Schwarzschilda, doktadnie w 19.5Rs. W tym
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Rysunek 2.2. Stosunek = w przekroju dysku. O$ rzednych przedstawia wysokos¢ dysku, natomiast

0§ odcietych odlegtosé od centrum uktadu w jednostkach, w ktoérych 1 odpowiada 250Rg. Promien

wewnetrzny zlokalizowany jest w 1, = 25Rg, promien zewnetrzny w royy = 250Rg. Newtonowska

masa dysku jest rowna Mp = 1.47 x M, natomiast wy = 0.85v/2G M, Zgodnie z paletg barw, obszar

ciemnoniebieski zdominowany jest przez efekt dynamiczny i oddzielony jest przerywana izolinig 2; =
= = 0 od zewnetrznego obszaru, zdominowanego przez efekt geometryczny.

wypadku efekt dynamiczny jest marginalny, niemalze cala poprawka zwigzana jest z czescia
geometryczng.

W rozdziatach 1.3 1 2.3 przedyskutowana zostala kwestia zmiany rozmiaréw geometrycznych
i towarzyszacych jej zmian pozostatych parametrow. W szczegélnosci zwraca sie tam uwage
na niezmienniczo$¢ masy centralnej uktadu wzgledem skalowania rozmiaréw geometrycznych,
podczas gdy wartosé stosunku = skaluje sie jak = = Z/N. Oznacza to, ze z tatwoscia mozna
odtworzy¢ wiele roznych konfiguracji cechujacych sie jednakowa masa centralng, przy réznych
rozmiarach geometrycznych. Tak otrzymane uktady r6zni¢ sie beda rozktadem stosunku =. W
ten sposdéb mozna otrzymac przypadki o bardzo duzym wplywie pierwszej post-newtonowskiej
poprawki, z drugiej strony pozostaje kwestia stosowalnosci przyblizenia 1PN. Kolejnym kro-
kiem w strone poznania natury keplerowskich, samograwitujacych dyskoéw jest opracowanie
ogblnorelatywistycznego modelu, niezaleznego od rozwinie¢ post-newtonowskich.

2.6. Wirialne testy poprawnos$ci rachunkéw numerycznych w modelu
1PN

Procedura testowania tego typu rownan zostala opisana w pracy [15]. Dla potrzeb testow
wirialnych wygodnie jest zapisa¢ réwnania na potencjal rotacyjny (2.57c) oraz na poprawke
do potencjatu grawitacyjnego (2.57d) w nieco innej formie. Réwnanie (2.57c) w kartezjanskim
uktadzie wspolrzednych przyjmuje postaé

AA" = —167Goyv},
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Rysunek 2.3. Stosunek = w przekroju dysku. O$ rzednych przedstawia wysokos¢ dysku, natomiast
0§ odcietych odlegltosé¢ od centrum uktadu w jednostkach, w ktéorych 1 odpowiada 450Rg. Promien
wewnetrzny zlokalizowany jest w 1, = 81Rg, promien zewnetrzny w roys = 450Rg. Newtonowska
masa dysku jest rowna Mp = 1.4 x M., natomiast wy = 1.188\/2G'M,. Zgodnie z paletg barw, obszar
ciemnoniebieski zdominowany jest przez efekt dynamiczny i oddzielony jest przerywana izolinig 2, =

= = 0 od zewnetrznego obszaru, zdominowanego przez efekt geometryczny.
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Rysunek 2.4. Stosunek = w przekroju dysku. O$ rzednych przedstawia wysokos¢ dysku, natomiast

0§ odcietych odlegtos¢ od centrum uktadu w jednostkach, w ktérych 1 odpowiada 50Rg. Promien

wewnetrzny zlokalizowany jest w riy, = 30.5Rg, promieri zewnetrzny w roy = H0Rg. Newtonowska

masa dysku jest rowna Mp = 1.8 X M, natomiast wy = 1.31v/2GM.. Stosunek = jest najwiekszy na
brzegach dysku i osigga wartos¢ do 3.46%.
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natomiast rozwiazanie réwnania (2.57d) mozna zapisa¢ w postaci sumy Uy = U + U, gdzie

AU = 47G (o1 + 2po + 00 (ho — 2Uo + 2r°3) ) , (2.66)
AUY = 4nGMUZ(0)6(x), (2.67)

przy czym rozwigzaniem U{ jest

M.UP(0
pd = GMU(0) (2.68)
x|
Rozwazmy wektor
. 1 . 1,
¢ = (xla,Ak + 2Ak) oA — i oA Ay (2.69)
Jego dywergencja ma postaé
. 1 1

dia’ = (ﬂzmk + 2Ak> AA* = 167G (ﬂmk + 2Ak> o0vt. (2.70)

Dla skonczonego dysku (o zwartym nosniku gy) Ay dazy do zera odpowiednio szybko i dla
powyzszej definicji wektora a® widaé, ze

x|%a’ — 0, gdy |x|=1/22+ 92+ 22 — 0. (2.71)

Calkujac zatem réwnanie (2.70) po calej przestrzeni R? i korzystajac z twierdzenia Gaussa
otrzymuje sie

1
0= /3 A3z (xlalAk + 2Ak> Qovlg. (2.72)
R

Calkujac dalej przez czesci mozna wyeliminowaé z rownan czton z pochodng 9, Ay, co prowadzi
do

5
0= /RS Bz (—QQOAkvg — 29, (govg) Ak> , (2.73)

gdzie r6zniczkowane sg wielkosci wytacznie newtonowskie. Relacje powyzsza mozna przedstawicé
we wspolrzednych cylindrycznych, dla ktorych zachodzi Agvf = AgzQ, W zwiazku z czym
otrzymuje sie

iﬂlal (Qovg) Ay = -iElVl (QOUIS) Ay = Q0A¢Qo + -iﬁlal (QOQO) A¢ (2-74)

1 w konicu .
0= /5 &’z (—200A¢Qo — 20, (00) A¢) : (2.75)
R

Kolejna relacje wirialng mozna otrzymaé wychodzac z rownania (2.66) i postepujac w sposob
analogiczny. Niech bedzie dany wektor

| LN
b — (xla,Uld + 2U1d> O — SH UL (2.76)

i jego dywergencja
, 1
bt — <x’alUf + 2U§> AT, (2.77)

Podobne rachunki prowadza do zwiazku wirialnego

1
0= / 43z <xlalUf v Uf) (01 + 200 + 00 (ho — 200 + 2°3)). (2.78)
R3 2
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Tabela 2.1. Zaleznosé typowych wynikéw od rozdzielczosci, liczby uzytych wielomianéw Legendre’a L

i wspolezynnika tolerancji o). Wyniki otrzymane zostaly dla wyktadnika politropy v = 5/3, masy

dysku réwnej My = 0.327M,. oraz promieni wewnetrznego i zewnetrznego ri, = H0Rs i 7out = 500Rg
odpowiednio.

Rozdzielczos¢ L Otol € € €’

100 x 100 100 107 253 x107° 2.29 x 107* 3.51 x 10~*
200 x 200 100 107% 6.36 x 1075 5.87 x 107° 8.87 x 107°
400 x 400 100 1079 1.56 x 1075 1.93 x 107° 2.29 x 10~°
800 x 800 100 107% 3.66 x 1077 3.65 x 1075 4.62 x 1076
1200 x 1200 100 107® 1.44 x 1077 1.56 x 107 2.49 x 107°
1600 x 1600 100 107® 6.66 x 10™® 543 x 1077 1.39 x 107¢
400 x 400 50  107% 1.56 x 107 1.93x 107> 2.27x 107
400 x 400 75 107% 156 x 1075 1.93 x 107° 2.29 x 107°
400 x 400 100 107 1.56 x 107¢ 1.93 x 1075 2.29 x 10~°
400 x 400 125 107% 1.56 x 1075 1.93 x 107° 2.30 x 10~°
400 x 400 150 107% 1.56 x 107¢® 1.93 x 107> 2.30 x 10~°
400 x 400 100 1070 1.52x 107% 1.94 x 107° 2.29 x 10°
400 x 400 100 1075 1.56 x 107¢ 1.93 x 107° 2.29 x 10~°
400 x 400 100 1077 1.59x 1075 1.93 x 107° 2.29 x 10~°
400 x 400 100 1078 1.59x 107% 1.93 x 1075 2.29 x 10~°

Numerycznie przetestowane zostaly wartosci wyrazen € = |(e), + €})/€,| oraz ¢’ = |(€! +
/et adzie

7
A B R I 2.
€ /RJ x 2QU $R L0, ( 79)
6 = — [, & adr (o) Ay, (2.80)
R
1
€ = — /R3 A3z §Uf1 (91 + 2po + 00 (ho — 20Uy + 27"29(2))) ) (2.81)
& = /RS @z 20U (o1 + 2p0 + 00 (ho — 200 +2r°03)) (2.82)

Tabela 2.1 przedstawia testy zbieznosci dla arbitralnie wybranego modelu o nastepujacych
parametrach: wyktadnik politropy v = 5/3, masa dysku My = 0.327M,, wewnetrzny i zewnetrz-
ny promien dysku ry, = 50Rg 1 1oyt = 500Rg odpowiednio. Precyzja obliczen tak jak poprzednio
kontrolowana jest przez trzy parametry: rozdzielczosé, liczbe wielomianéw Legendre’a L oraz
parametr tolerancji o).

Z tabeli odczyta¢ mozna wyrazng zaleznos¢ doktadnosci wynikéw od rozdzielczosci siatki
numerycznej i brak zaleznosci od pozostatych parametrow. Ze wzgledu na badanie wzglednie
grubych uktadéw, liczba wielomianéw uzytych do rozwiniecia katowego gra tutaj drugorzedna
role. Powyzsze wyniki sa o rzad wielkosci mniej doktadne niz ich analogon przedstawiony w
tabeli 1.1, co ttumaczy¢ mozna generujacym bledy rézniczkowaniem numerycznym.

2.7. Post-newtonowskie uktady dyskowe — wnioski

Nalezy podkresli¢, ze ponizsze uwagi dotycza uktadow do opisu ktérych przyjeto wartosé
funkcji F; = 0 (patrz rozdzial 2.1.2). Sytuacja ogoélna bedzie rozwazona w nastepnym roz-
dziale. Post-newtonowski model stacjonarnych, samograwitujacych, keplerowskich dyskéw jest
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jakosciowo roézny od obrazu otrzymanego w rezimie newtonowskim. Predko$é rotacji nie jest
dtuzej funkcja jedynie odlegtosci od osi obrotu, ale poprzez pierwsza poprawke zalezy rowniez
od wysoko$ci nad ptaszczyzna rownikowsa. Na poprawke te sktadaja sie dwa efekty. Pierwszy, za-
wsze nieujemny, tzw. efekt geometryczny jest post-newtonowskim przejawem zjawiska wleczenia
uktadu wspotrzednych pojawiajacego sie w czarnodziurowych rozwiagzaniach rownan Einsteina.
Efekt drugi, zawsze niedodatni, tzw. efekt dynamiczny zwiazany jest z newtonowskim rozkta-
dem materii dyskowej [13|. Ponadto na oba efekty wplyw ma newtonowska predkosé rotacji,
a dokladnie szybkos$¢ jej zmian w kierunku radialnym. Rézne znaki obu efektéw powoduja
ich wzajemne ostabienie. Prowadzi to z jednej strony do zmniejszenia sumarycznego efektu, z
drugiej jednak zostawia miejsce na pewne ciekawe zjawiska polegajace na dominowaniu jednego
z efektow w zaleznosci od rozwazanej konfiguracji. Mozna rowniez dobra¢ parametry uktadu
tak, by oba efekty przejawialy sie z rozng intensywnoscia w roznych czesciach dysku [13].

Przeanalizowanych zostato wiele réznych uktadow wykazujacych wpltyw post-newtonowskiej
poprawki na poziomie od kilku promili do kilku procent. Koncepcyjnie ciekawymi przyktadami
okazaly sie by¢ modele ze sztywna rotacja, w ktorych to uwzglednienie post-newtonowskich
poprawek nie ma wplywu na predkosé rotacji, oraz model materii pytowej, dla ktoérych znika
poprawka dynamiczna.

Roéwnania na potencjaly rotacyjny Ay oraz U, zostaly przetestowane poprzez odpowiednie
relacje wirialne. Wyniki testéow pozostaja na nizszym niz w przypadku rownan teorii newtonow-
skiej (o czym mozna sie przekona¢ poréwnujac tabele 1.1-1.3 z tabela 2.1), jednak w zupelnosci
akceptowalnym poziomie.






Rozdzial 3

Przyblizenie slabego pola - rozwazania ogélne

3.1. Poprawki do predkosci wynikajace z OTW

W tym rozdziale dyskutowany bedzie wybor funkeji Fi(r) i Fy(r) w réwnaniach (2.45),
(2.51). Mach i Malec [41] przedstawili nastepujace rozumowanie.

Niech geometria czasoprzestrzeni bedzie zadana przez zapisana we wspotrzednych cylin-
drycznych metryke:

2
ds? = —e (da®)? + r2e <d¢ — = (r,2) dw0> +ed (dr*+dz?), (3.1)

gdzie 2° = ct, natomiast «(r, 2), 8(r, 2), v(r, z), w(r, z) beda funkcjami metrycznymi, niezalez-
nymi od wspotrzednej azymutalnej ze wzgledu na osiows symetrie. W 0golnorelatyw1stycznym
opisie definiuje sie predkosé katowa Q := u®/u', kwadrat predkosci liniowej v? = v;vf =

2
r? (Q — 0—2) e26=1)/<* | moment pedu na jednostke masy j := ugu’. Ten ostatni jest funkcja

jedynie predkosci katowej 7 = j(€2) i pozwala na zapisanie standardowych praw zachowania
VvV, T" =01 V,(pu") =0 w formie [42]

h v 1
In <1—|—CQ>—|—CQ+2111 (1-) /de (3.2)

Autorzy pracy [41] przedstawiaja rodzine praw rotacji postaci:

(1)—595 v2
R R ]

C

(3.3)

gdzie wy, 0 # —1, ki 0 to parametry. Przy tak zdefiniowanym prawie rotacji rownanie Berno-
ulliego przyjmuje postac

<1+};> /e 1—V2<1— 1-bqi+h 0)(”‘””:02. (3.4)
C C

c? c?

Przechodzac w (3.3) do granicy newtonowskiej otrzymuje sie

. Wo
lim @ = Qo = ST (3.5)
Przypadek § = 0 odpowiada stalej warto$ci momentu pedu na jednostke masy, 6 = —oo
odpowiada sztywnej rotacji, natomiast § = —1/3 odpowiada rotacji keplerowskiej. Dodatkowo

warunek wy = vVGM odpowiada rotacji $cisle keplerowskiej dyskutowanej w poczatkowych
rozdziatach. Nalezy zwrocié uwage, ze parametr wy moze by¢ zupetnie dowolny, wy € R, z drugiej
strony parametr 0, ze wzgledu na problem stabilnosci [16] jest ograniczony, d € R_\{—1}.



46 Rozdziat 3. Przyblizenie stabego pola - rozwazania ogdlne

W rozdziale poprzednim post-newtonowska poprawka otrzymywana byta dla zalozenia
Fi(r) = Fy(r) = 0. Taki wybo6r rownan hydrodynamiki byt dokonany w celu osiagniecia zgodno-
Sci z praca [14]. Okazuje sig, ze funkcje te mozna wyznaczy¢ poprzez zaltozenie, ze nieskonczenie
cienki, pytowy dysk w geometrii Schwarzschilda ma doktadnie spetnia¢ keplerowskie prawo
rotacji oraz réwnanie Bernoulliego.

Takie sformulowanie problemu pociaga za soba warunki x = (1 — 35)/(1 + §) + O(c™?)
oraz o = 4C + O(c™?), gdzie C' to wartos¢ hydrodynamicznej energii na jednostke masy w
zerowym rzedzie. Dla prawa rotacji z takimi parametrami post-newtonowskie réwnanie Ber-
noulliego (2.57d) oraz rownanie na poprawke do predkosci (2.52) mozna zapisa¢ z roznymi od
zera, stosownymi do tego podejscia funkcjami

3
Fi(r) = —593# (3.6)

FQ(’T’) = 87«F1(7”)/(27’Qo) Q (37)

W zwiazku z tym poprawka do entalpii wlasciwej dana jest wzorem

3
hy = =Uy — QoA + 2r*(Q0)*ho — ihg — 4hoUy — 2UZ — Qgr* — ¢y, (3.8)
34, 3
0 = ™ — 3Q0ho + 2Q (3.9)
Wobec tego, w przyblizeniu 1PN predkosé katowa wyrazaé sie bedzie
Ql Wo 3A¢ 3 3 9
Q= Qo + — = m + — (4 B 3Qoh0 - 5907’ ) . (310)

Promieni cylindryczny r w powyzszych wzorach to promient wspoétrzednosciowy. Wiazac go
z promieniem powierzchniowym 7 = r(1 — Up/c* + O(c™*)) mozna zapisa¢ najbardziej ogolne
wyrazenie na poprawke do predkosci w pierwszym rzedzie post-newtonowskim

Q=0+ 821 _ ;;?2 (1’42 30 ho — ;’QO (222 + Uo)) (3.11)
Dwa pierwsze sktadniki sumy w nawiasie, to omawiane wczesniej poprawki geometryczna €2 geo i
dynamiczna €2y 4y,. Niech kolejne beda oznaczone € 111 i €25 v1. Trzecia zwigzana jest z wyborem
cechowania, a jej posta¢ zdeterminowana jest przez warunek by rotacje keplerowska definiowaé
poprzez rotacje pytu zgodnie z omawianym tu rozumowaniem. Czwarta poprawka pojawia sie
w zwigzku z zastapieniem promienia wspotrzednosciowego r promieniem powierzchniowym 7.
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3.2. Poprawki 1PN dla podstawowych parametréow

Rozdzial ten dotyczy wszystkich post-newtonowskich poprawek do podstawowych parame-
trow modelu dyskutowanych w pracy [41]|. Ponizej zaprezentowane zostaly pelne wykresy oraz
wartosci na réwniku dla pieciu funkcji okreslajacych dany uktad, mianowicie gestosci gg, 01,
potencjatow Uy, U; i Ay, oraz predkosci o, €21 geos 21,dyns 21,111, Q1,1v, Q4,1+ 821 1v 1 wspolezyn-
nika =. Tak jak poprzednio, wykresy odnosza si¢ do trzech arbitralnie wybranych przyktadow z
rysunkow 2.2, 2.3, 2.4, tym razem jednak dla funkcji Fy i Fy wyrazonych wzorami (3.6), (3.7).
Lewe wykresy przedstawiaja pelne profile, prawe wartosci na rowniku.

3.2.1. Przypadek pierwszy

Jest to analiza dyskutowanej juz wcze$niej i przedstawionej na rysunku 2.2 konfiguracji.
Promienn wewnetrzny zlokalizowany jest w ry, = 25Rg, promien zewnetrzny w 7o, = 250Rg.
Newtonowska masa dysku jest rowna Mp = 1.47 x M., natomiast wyg = 0.85/2G M...

Wykresy na rysunku 3.1 przedstawiaja rownikowe wartosci poprawek do predkosci katowej.
Nalezy zwrocié uwage na fakt, ze poprawki trzecia i czwarta sg znacznie wieksze niz pozostalte
dwie. Wystepuja one jednak z przeciwnym znakiem i suma £ 111 4 €21 yr jest tego samego rzedu
co poprawki geometryczna i dynamiczna. Druga istotna kwestia jest dwukrotne przegiecie na
wykresie Z(r) $swiadczace o zupelie roznym przebiegu zmiennosci funkeji Qg(r) 1 Q4(r).

Rysunki 3.2 i1 3.3 pozwalaja poréwnac profile newtonowskiej i post-newtonowskiej predkosci
katowej. W pierwszym przypadku jest to zatozona zaleznosé )y o< r=3/2. Z grafiki drugiej widaé,
ze post-newtonowska poprawka jest o dwa rzedy wielkosci mniejsza i jest funkcja zaréwno
odlegtosci od osi obrotu r jak i odleglosci od plaszczyzny symetrii z.

Rysunek 3.4 przedstawia iloraz = bedacy miara wktadu post-newtonowskiej poprawki do
catego profilu predkosci. Poprawka ta stanowi tu od 5 do 8%c. Minima i maksima znajduja sie
na rowniku. Prawy wykres pozwala na odczytanie ich wartosci.

Rysunki 3.5 i 3.6 przedstawiaja dyskutowane w rozdziale poprzednim poprawki geometrycz-
na oraz dynamiczna (antywleczeniowa). Obie poprawki zaleza od zmiennej z poprzez zaleznosé
od potencjatu rotacyjnego A, (poprawka geometryczna) oraz zaleznosé od entalpii wlasciwe;
(poprawka dynamiczna). Suma tych dwoch sktadnikow moze byé¢ ujemna lub dodatnia w za-
lezno$ci od konfiguracji, co byto przedmiotem dyskusji w poprzednim rozdziale.

Rysunki 3.7 i 3.8 przedstawiaja kolejne poprawki do predkosci katowej €2y 111 oraz €2 1v i sa
efektem wyboru funkcji F; i F,. Funkcje te, a zarazem poprawki zalezg jedynie od zmiennej
radialnej. Same poprawki sa o rzad wielkosci wigksze od dwoch poprzednich €2 geo 1 €21 dyn,
jednakze wystepuja z réznymi znakami i ich warto$¢ po dodaniu do siebie jest juz tego samego
rzedu co poprawki geometrycznej i dynamicznej, co widaé¢ na rysunku 3.9.

Rysunki 3.10 i 3.11 przedstawiaja newtonowski i post-newtonowski profil gestosci oo 1 01
odpowiednio. Post-newtonowska poprawka jest tutaj o rzad wielkosci mniejsza i ma ujemny
znak. Oznacza, to, ze w rozwazanym problemie gestosé barionowa dysku jest mniejsza niz w
newtonowskim modelu. Nalezy zwrocié uwage, ze poprawka do gestosci barionowej g; nie daje
informacji o poprawce do masy dysku M;py, gdyz te nalezatoby wyliczy¢ jako catke objetosciowa
z prawej strony rownania (2.64).

Rysunki 3.12 1 3.13 przedstawiajace potencjaly grawitacyjne Uy i U; zamieszczone sa tutaj by
poréownaé wktad obu sktadnikow do wypadkowego potencjatu U. Post-newtonowska poprawka
jest tutaj dodatnia, ma wiec przeciwny znak niz jej newtonowski odpowiednik. Oznacza to, ze
uktad jest stabiej zwiazany za sprawa post-newtonowskiej poprawki. Dla potencjatu rotacyjnego
Ay przedstawionego na rysunku 3.12 nie ma zadnej skali poréwnawczej ze wzgledu na czysto
relatywistyczny charakter tej wielkosci.
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Rysunek 3.1. Dane dla konfiguracji z wykresu 2.2 przedstawiajace wartosci wybranych profili na row-

niku. Lewy gorny wykres przedstawia poprawke € 111/ c? (czerwone punkty), Qiv/ c? (zielone punkty)

oraz ich sume (niebieskie punkty). Prawy gorny wykres przedstawia poprawke geometryczna 1 geo/ c?

(fioletowe punkty), poprawke dynamiczna Qi ayn/c? (26lte punkty) oraz sume poprawek trzeciej i

czwartej (niebieskie punkty). Lewy dolny wykres przedstawia sume wszystkich poprawek, natomiast
prawy dolny stosunek post-newtonowskiej poprawki do wartosci newtonowskie;j.
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Rysunek 3.2. Newtonowska predkos¢ katowa €.
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Rysunek 3.3. Post-newtonowska poprawka do predkosci katowej ¢ 2.
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Rysunek 3.4. Iloraz post-newtonowskiej poprawki do predkosci katowej i predkosci newtonowskiej
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Rysunek 3.5. Sktadowa geometryczna post-newtonowskiej poprawki do predkosci katowej c‘zﬁl,geo.
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Rysunek 3.12. Newtonowski potencjat grawitacyjny Uy z zaznaczonym konturem dysku.
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Rysunek 3.13. Post-newtonowski potencjal grawitacyjny ¢2U; z zaznaczonym konturem dysku.
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Rysunek 3.14. Potencjal rotacyjny ¢ =3/ 2A¢ z zaznaczonym konturem dysku.
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3.2.2. Przypadek drugi

Jest to analiza dyskutowanej juz wczeéniej i przedstawionej na rysunku 2.3 konfiguracji.
Promienn wewnetrzny zlokalizowany jest w ry, = 81Rg, promien zewnetrzny w 7o, = 450Rg.
Newtonowska masa dysku jest rowna Mp = 1.4 x M., natomiast wy = 1.1864/2G M...

Przypadek ten rozni sie od pierwszego promieniem wewnetrznym dysku. Jakosciowa analiza
poszczegdlnych profili jest podobna do tej z przyktadu poprzedniego. Funkcje charakteryzujace
te dwie konfiguracje maja analogiczne przebiegi zmiennosci. IloSciowa roéznica polega na tym,
ze poszczegolne ekstrema przyjmuja tutaj nizsze wartosci oraz sa bardziej rozmyte, co daje sie
zauwazy¢ poréwnujac rysunki z przypadkoéw pierwszego i drugiego, jak np. 3.6 1 3.20 przedsta-
wiajace poprawke dynamiczng gy, rysunki 3.11 i 3.25 przedstawiajace poprawke do gestosci
barionowej o1, oraz rysunki 3.13 1 3.27 przedstawiajace poprawke do potencjatu grawitacyjnego.
Roéznice pojawiajace sie w tych dwoch konfiguracjach o réznych promieniach wewnetrznych sa
niewielkie w przypadku profili wielkosci newtonowskich (gg, Up), wyraznie wieksze z kolei dla
wielkosci post-newtonowskich (o1, Uy). Stad wniosek, ze post-newtonowskie poprawki wykazuja
wieksza zaleznosé od geometrii uktadu.
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Rysunek 3.15. Dane dla konfiguracji z wykresu 2.3 przedstawiajgce wartosci wybranych profili na
rowniku. Lewy gorny wykres przedstawia poprawke g 1/c? (czerwone punkty), Q4 1v/c? (zielone
punkty) oraz ich sume (niebieskie punkty). Prawy gorny wykres przedstawia poprawke geometrycz-
na Q1 geo/c? (fioletowe punkty), poprawke dynamiczna Q1.dyn/ c? (z6tte punkty) oraz sume poprawek
trzeciej 1 czwartej (niebieskie punkty). Lewy dolny wykres przedstawia sume wszystkich poprawek,
natomiast prawy dolny stosunek post-newtonowskiej poprawki do wartoéci newtonowskie;.
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Rysunek 3.17. Post-newtonowska poprawka do predkosci katowej ¢ 2.
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Rysunek 3.18. Iloraz post-newtonowskiej poprawki do predkosci katowej i predkosci newtonowskiej
Ql/(c2ﬂo).
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Rysunek 3.26. Newtonowski potencjat grawitacyjny Uy z zaznaczonym konturem dysku.
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Rysunek 3.27. Post-newtonowski potencjal grawitacyjny ¢~2U; z zaznaczonym konturem dysku.
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Rysunek 3.28. Potencjal rotacyjny ¢ 3/ 2A¢ z zaznaczonym konturem dysku

3.2.3. Przypadek trzeci
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Rysunek 3.29. Dane dla konfiguracji z wykresu 2.4 przedstawiajgce wartosci wybranych profili na
rowniku. Lewy gorny wykres przedstawia poprawke g 1/c? (czerwone punkty), Oy 1v/c? (zielone
punkty) oraz ich sume (niebieskie punkty). Prawy gorny wykres przedstawia poprawke geometrycz-
na Q1 geo/c? (fioletowe punkty), poprawke dynamiczna Qdyn/ c? (z6tte punkty) oraz sume poprawek
trzeciej 1 czwartej (niebieskie punkty). Lewy dolny wykres przedstawia sume wszystkich poprawek,
natomiast prawy dolny stosunek post-newtonowskiej poprawki do wartoéci newtonowskie;.
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Jest to analiza dyskutowanej juz wczesniej i przedstawionej na rysunku 2.4 konfiguracji.
Promienn wewnetrzny zlokalizowany jest w ry, = 30.5Rs, promien zewnetrzny w 7o, = 50Rg.
Newtonowska masa dysku jest rowna Mp = 1.8 x M., natomiast wy = 1.31v/2G M.

Przypadek ten jest bardziej relatywistyczny niz dwa poprzednie czego przejawem jest przed-
stawiony na wykresie 3.32 stosunek predkosci newtonowskiej do pierwszej post-newtonowskie;j
poprawki siegajacy tu maksymalnie do 6%. Zgodnie z oczekiwaniami, pozostate poprawki sa
rowniez odpowiednio wieksze. Maksima oraz minima dla wiekszosci profili pojawiaja sie w
spos6b analogiczny do wezedniejszych. W przypadku profilu wielkosci = brak jest minimum ob-
serwowanego w poprzednich przyktadach. Dla rozwazanej konfiguracji jest to jedyna jakosciowa
roznica.
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Rysunek 3.30. Newtonowska predkosé katowa (2.
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Rysunek 3.31. Post-newtonowska poprawka do predkosci katowej ¢ 2.
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Rysunek 3.32. Iloraz post-newtonowskiej poprawki do predkosci katowej i predkosci newtonowskiej
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Rysunek 3.33. Sktadowa geometryczna post-newtonowskiej poprawki do predkosci katowej C*QQLgCO.
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Rysunek 3.34. Sktadowa dynamiczna post-newtonowskiej poprawki do predkosci katowej 0_2917dyn.
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Rysunek 3.35. Trzecia sktadowa post-newtonowskiej poprawki do predkosci katowej C*QQLHI.
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Rysunek 3.36. Czwarta sktadowa post-newtonowskiej poprawki do predkosci katowej c_QQLIV.
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Rysunek 3.37. Suma sktadowych trzeciej i czwartej 0_291,111 + 0_291,1\/.
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gestos$é barionowa materii dyskowej gg.

Rysunek 3.38. Newtonowska

Rysunek 3.40. Newtonowski potencjal grawitacyjny Uy z zaznaczonym konturem dysku.
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Rysunek 3.41. Post-newtonowski potencjal grawitacyjny ¢ 2U; z zaznaczonym konturem dysku.
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Rysunek 3.42. Potencjal rotacyjny ¢ =3/ 2A¢ z zaznaczonym konturem dysku.

3.3. Wnioski

Przedstawione zostato rozumowanie prowadzace do zdefiniowania pojecia rotacja keplerow-
ska w wiekszej ogélnosci niz byto to czynione dotychczas. Bazujac na tej ogélnej definicji,
rOwnania z rozdzialu 2 uzupetnione zostaly o odpowiednie cztony. Drugim celem tego rozdziatu
byto wyeksponowanie mozliwosci kodu numerycznego jako narzedzia, ktére zostalo opracowane
w celu wyznaczenia pieciu pol go(x), 01(x), As(x), Up(x), Ui(x) ktorych znajomosé pozwala
na zbadanie calej mechaniki takiego uktadu w rezimie 1PN. Pola te zostaly przedstawione na
wykresach, na ktorych widaé, ze wpltyw post-newtonowskich poprawek do predkosci katowe;
jest rzedu od kilku promili do kilku procent, a same poprawki maja zupetnie inny rozktad niz
ich newtonowskie odpowiedniki. Predkos$é¢ katowa jest skomplikowana funkcja zmiennych r i z i
wyraza sie jako suma Q = Qo+ ¢ 3(Q1.geo + Q1.dyn + Q1111 + Q1.1v). Post-newtonowska poprawka
do gestosci barionowej jest na podanych przyktadach mniejsza od zera i obniza sumaryczng
warto$é gestodci barionowej o = oy + ¢ 2p;. Poprawka do potencjalu grawitacyjnego jest z
kolei dodatnia i przyczynia sie do ostabienia pola grawitacyjnego ktéremu odpowiada potencjat
grawitacyjny U = Uy + ¢ 2U;.






Z.akonczenie

Celem pracy byla analiza osiowo symetrycznych, samograwitujacych uktadéw dyskowych
rotujacych w sposob keplerowski.

Pierwsza cze$¢ pracy pokazata, ze whrew intuicyjnemu wyobrazeniu newtonowskie uktady
tego typu moga istnie¢ nawet w przypadku gdy dysk jest bardzo ciezki, a potencjal grawitacyjny
jest daleki od sferycznie symetrycznego potencjalu masy centralnej. Okazuje sie, ze w takiej
sytuacji rotacja keplerowska, rozumiana jako zaleznos¢ predkosci katowej od odlegtosci od osi
obrotu postaci = wy/r*/? dla réznych stosunkéw Mg /M. r6zni sie wspotezynnikiem w liczniku,
ktory odbiega od /G M, tym bardziej im wiekszy jest wspomniany stosunek. Taki stan rzeczy
zostal przewidziany na podstawie analitycznych rachunkoéw i oszacowan, nastepnie potwierdzo-
ny numerycznymi symulacjami. Sposréd rozwazanych uktadéw udato sie wyodrebnié takie, dla
ktorych rotacja jest $cisle keplerowska, tj. w. &~ /G M.. Sa to przypadki i) plynu testowego, ii)
dysku z wewnetrznym brzegiem znajdujacym sie blisko masy punktowej, iii) cienkiego dysku o
ksztatcie toroidu znajdujacego sie daleko od masy centralnej. We wszystkich tych przypadkach
stala w prawie rotacji jest bliska tej w $cisle keplerowskiej formule. W pozostatych przypadkach
réznica pomiedzy tymi wspotczynnikami jest mozliwa do wyliczenia w rachunkach numerycz-
nych, a wspolezynnik w prawie rotacji spelnia nieréwnosé¢ /GM. < w. < /G(M.+ My).
Pozwala to na okreslenie mozliwego do popelnienia btedu w sytuacji w ktorej na podstawie
obserwowanej keplerowskiej krzywej rotacji szacuje sie mase centralng przy zalozeniu Scisle
keplerowskiej rotacji. Pozwala to réwniez na wyselekcjonowanie pewnej klasy uktadow dla kto-
rych takie oszacowanie nie ma sensu. Te rozwazania doprowadzity do opracowania metody
szacowania mas obiektow tego typu i na przykitadzie AGN NGC4258 pokazane zostato jak
ma wyglada¢ taka procedura, podkreslajac jednoczesnie, ze wymagana jest tutaj znajomosci
geometrii uktadu.

Druga czesé pracy, to prezentacja analitycznego opisu oraz opracowanego narzedzia w po-
staci kodu numerycznego, ktore pozwala na wyznaczenie post-newtonowskich poprawek do
parametrow opisujacych model, takich jak gestosé, potencjat grawitacyjny, pole predkosci itd.
Tak jak uprzednio, uwaga skupiona zostata na predkosci katowej i jej post-newtonowskich po-
prawkach. Analityczne rachunki pokazaty, ze predkos¢ katowa rozumiana jako suma czesci new-
tonowskiej i post-newtonowskiej poprawki wykazuje zupetnie inng nature niz w modelu czysto
newtonowskim. Poprawki 1PN wnosza bezposrednia zaleznosé od odlegloéci od ptaszczyzny
symetrii, co wiecej, wchodzac do wspomnianej sumy z réznymi znakami z jednej strony znosza
sie nawzajem zmniejszajac sumaryczny efekt, z drugiej jednak wplywaja na rotacje w réoznym
stopniu 1 w zaleznosci od sytuacji wyhamowuja badZ przyspieszaja materie dyskowa w jej
ruchu wokot osi z. Poza oczekiwanymi efektami bedacymi spuscizna ogoélnorelatywistycznych
rownan pola odkryty zostal zupelnie nowy efekt antywleczenia uktadu wspotrzednych. Warto
podkreslié¢, ze te nowe efekty sa zaniedbywalne w rezimie gazu testowego

Rozdziatl 3 to wstep do ogélnorelatywistycznego opisu keplerowskiej rotacji w Ogolnej Teo-
rii Wzgledno$ci. Zaprezentowane zostaly w nim pelne profile oraz réwnikowe przebiegi funkcji
podstawowych parametréw opisujacych model w cechowaniu innym niz w rozdziale 2. Taki stan
rzeczy bierze sie z niejednoznacznosci rozwiniecia 1PN — funkcje Fi(r) i Fy(r) wprowadzone w
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rozdziale 3 mogly zosta¢ dowolnie wybrane. Niejednoznaczno$¢ ta jest usunieta przez warunek,
ze nieskoriczenie cienki, pylowy dysk w czasoprzestrzeni Schwarzschilda spetnia doktadnie ke-
plerowskie prawo rotacji Q = wg/r3/? oraz réwnanie Bernoulliego. Warunek ten determinuje
wspomniane funkcje. Rzuca to §wiatto na koncepcyjne rozumienie pojecia keplerowskiej rotacji
poza intuicyjnym i dobrze rozumianym rezimem newtonowskim, stwarzajac tym samym pole
do analizy tego typu probleméw w ramach ogdlnorelatywistycznego modelu.

Model 1PN pokazal jak wygladaja post-newtonowskie poprawki i jaka jest ich skala oraz
pozwolil na wypracowanie wyobrazenia o granicach stosowalnosci przyblizenia 1PN. Przede
wszystkim jednak spekit on swoja role jako krok posredni pomiedzy klasyczna newtonowska
teorig a Ogdlng Teoria Wzglednosci wyznaczajac dalsze kierunki badari.



Dodatek A

Dodatek ten zawiera szczegdly numerycznego rozwiazywania skalarnego réwnania Poissona
postaci

AU = f(r, z) (3.12)
z warunkami brzegowymi
lir%U =0. (3.13)

Do przedstawienia ponizszego rozumowania uzyte zostaly zmienne cylindryczne (r, ¢, z) oraz
sferyczne (R, 0, ¢). Przyjete zostalo rowniez oznaczenie 1 = cos 6.

Podczas rachunkéw dla danej konfiguracji kazdorazowo zachodzi potrzeba rozwiazania calej
serii tego typu réwnan rownan. Ze wzgledu na zatozenia modelowe proces ten odbywa sie w
warunkach osiowej symetrii. Funkcje Greena dla trojwymiarowego operatora Laplace’a, dla
rozwigzania znikajacego w nieskonczonosci wyrazaja si¢ poprzez rozwiniecie

e e Y {%WMH?Z G (B ) coslm(9 - qs)]}
(3.14)

gdzie R (<) oznacza wiekszy (mniejszy) z promieni R i R’. Postugujac si¢ (3.14) mozna zapisac
rozw1@zame (3.12) w postaci

1= 1 ,
Ul ) = =5 2P0 | e B + RE(R). @.15)
gdzie
R . 1
Ei(R) = [ aRRT [ au ) f (R w) (3.16)
oraz o 1 1
Fi(R) = [~ dR == [ au' B4 f(R ), (3.17)

Nalezy zwrocié uwage, ze w przypadku gdy funkcja f(R, u) posiada symetrie obiciowa wzgledem
rownika, catka zawierajaca Py;i1(pt) jest rowna zero. W takiej sytuacji catkowanie odbywa sie
jedynie po zmiennej p w granicach 0 < g < 1. Numeryczna implementacja tego typu formut
dyskutowana jest w literaturze, miedzy innymi w pracy [22].






Dodatek B

Dodatek ten zawiera szczegdly numerycznego rozwigzywania wektorowego réwnania typu
Poissona postaci

AA = f(r, z)v, (3.18)

gdzie jedynymi nieznikajacymi sktadowymi A i v sg skladowe azymutalne Ay de i v, d¢, po-
nadto 8¢A¢ = 8¢U¢ =0.

Do przedstawienia ponizszego rozumowania uzyte zostaly zmienne cylindryczne (r, ¢, 2)
oraz sferyczne (R, 0, ¢). Przyjete zostalo rowniez oznaczenie p = cos . Dla potrzeb ponizszych
rozwazan wygodnie jest zapisaé¢ tozsamoéé 1 = v®, by moc wprowadzié kowariantny wektor
vy = ggivt = r’*v? = r’Q.

Podczas rachunkéw dla danej konfiguracji kazdorazowo zachodzi potrzeba rozwiazania calej
serii tego typu réwnan rownan. Ze wzgledu na zatozenia modelowe proces ten odbywa sie w
warunkach sferycznej symetrii. Mozna pokazaé, ze zachodza nastepujace zwiazki

A <cosq§A¢> _ f(r,z) cospu, b A <sin¢A¢> _ f(r, z) SiH¢U¢. (3.19)
r r r r
Rownanie (3.18) w zmiennych cylindrycznych mozna zapisaé jako
20, A
AA, — ° = f(r, 2) Vg
r

Jest ono rozwiazywane poprzez rozwiniecia odpowiednich dla tego operatora funkcji Greena
w wielomiany Legendre’a. Poszukuje sie funkcji Greena dla operatora A — (2/7)0,. Wychodzac
z (3.19) 1 wykorzystujac (3.14)otrzymuje sie

COS¢A¢(R,/L) 1 / //1 d“ 2m / / ro ror
e 1 o A S S |
Moo o) ARE [ b ¢'cos ¢ f(R, ')y (R, 1)

]—OR; m=1 (j+m 17
(3.20)
Catka
2m
I= dg¢’ cos ¢ cos[m (¢ — ¢')] (3.21)
0
dla m = 1 przyjmuje warto$¢ I = m cos ¢, natomiast dla m # 1 wyraza sie przez
I 2m sin(mm) cos[m(m — ¢)] (3.22)

(m—1)(m+1)
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Wobec tego

cos ¢ Ay(R, 1)

1 [e%s)
- dR'R'
RVI — 12 2 Cow/o

! d/"L, / / / !/
/, ! )
- Rj 1 1 10,7
XZRJ+1 ( _i_l)Pg(:u)Py(M)

Otrzymuje sie zatem wyrazenie

SV EY

Jl']

1 j+1
[R]C(RHR D,(R)]

gdzie
R A S 1%
= [Far R [ PHGO SR oo(R
/O 71\/@ ](/L)f( ,/L)U(b( alu)
R= [ R/R’J/ \/7/2 By 1o, 1),

Ponadto du/+/1 — p? = —df. Nalezy zwrocié¢ uwage, ze

PL(w) = 1 — 2L Py ).

du

oraz

Dodatek B

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Pochodne dPs;(p)/dp sa nieparzystymi funkcjami p, z drugiej strony f(R, p)ve(R, pt) sa syme-

trycznymi funkcjami ze wzgledu na zmienng z w wyniku czego P21j sg réwne zero.
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