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(c) Omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikéow wraz z omoéwieniem
ich ewentualnego wykorzystania

Czes¢ merytoryczng Autoreferatu chcialbym zaczaé od paru uwag odnosnie jego struktury i tresci. Dla
wygody Czytelnika niniejszy Autoreferat zawiera cztery roztaczne spisy publikacji. Pierwszy (zaprezento-
wany powyzej) spis zawiera 11 pozycji oznaczanych litera ,,H”, ktore razem stanowia podstawe habilitacji.
Dwa kolejne zbiory: 8 pozycji oznaczanych litera ,N” i 11 pozycji oznaczanych litera ,D” znajduja sie od-
powiednio w podrozdziatach 5.1 i1 5.3. Pierwszy ze spiséw zawiera publikacje i preprinty opublikowane po
uzyskaniu stopnia doktora, lecz nie wchodzace w sktad zbioru ,H”, podczas gdy drugi spis podsumowuje
moja dziatalnosé naukows przed uzyskaniem stopnia doktora. Pozostale publikacje wymienione w opisie
merytorycznym, a ktoérych nie jestem autorem, znalezé mozna na koricu opracowania.

Moja rozprawa doktorska, tematycznie przynalezna do obrzezy kwantowej teorii pola, poswiecona byta
rownaniu Diraca i szczegélnemu (macierzowemu, niezmienniczemu wzgledem cechowania) typowi funk-
cji Wignera. Ponadto, na bardzo wczesnym etapie mojej pracy naukowej profesor Iwo Biatynicki-Birula
zaszczepil we mnie zainteresowanie (entropowymi) relacjami nieoznaczonosci i ich znaczeniem dla zrozu-
mienia fundamentéw mechaniki kwantowej. Lista ,D” zawiera zatem prace zwigzane z tematyks relacji
nieoznaczono$ci, ktore nie mogg zaliczaé sie do niniejszej habilitacji z uwagi na okres ich opublikowania.
Poniewaz publikacja [H9| korzysta z wynikow przedstawionych w pracach [D2] i [D4], a publikacje [H6,
H11| czerpia motywacje z [D5]|, warto podkresli¢ ze wymienione prace nalezace do spisu ,D” nie mialy
merytorycznego przekrycia z rozprawa doktorska.

Po trzecie, motywem przewodnim prezentowanego cyklu publikacji nie sa kwantowe relacje nieozna-
czonosci sensu stricto, lecz nieoczywiste wnioski natury fizycznej z nich ptynace wraz z zastosowaniami
doswiadczalnymi. Do grona tych pierwszych w szczegélnosci zaliczam wniosek, iz kwantowe fluktuacje
pola grawitacyjnego nie musza wplywaé na spektrum fal ptaskich [H1| oraz formalny opis fluktuacji obje-
tosci bardzo wezesnego Wszechswiata [H3| w petlowej kosmologii. Rezultaty o znaczeniu doswiadczalnym
to nacechowane prostota testy splatania badz to motywowane relacjami nieoznaczonosci [H6, H11|, czy
tez bezposrednio z nich wynikajace [H2, H9).

Materiat zebrany w 11 przedstawionych pracach mozna podzieli¢ na wiele sposobéw, zaleznie od
wyboru perspektywy. Podejscie przyjete w niniejszym Autoreferacie sugeruje (o czym Czytelnik moze sie
przekona¢ w dalszej czesci) nastepujacy podzial otrzymanych wynikow:

Testy splatania dla uktadow skoriczenie-wymiarowych [H6, H11].

Relacje nieoznaczonosci i testy splatania dla zmiennych ciagtych [H2, H9|.
e Majoryzacyjne relacje nieoznaczonosci [H5, H7, HS|.

Relacje nieoznaczonosci dla funkeji charakterystycznych [H3|.

e Relacje nieoznaczonosci i wnioski nt. grawitacji kwantowej [H1, H3|.

e Skonczenie-wymiarowe relacje nieoznaczonosei i formalizm mechaniki kwantowej [H4, H10].

Powyzsze bloki tematyczne omdwione zostaly po kolei w podrozdziatach 4.2 - 4.7, podczas gdy podrozdziat
4.1 poswiecony zostal informacjom wstepnym natury ogolne;j.

4.1 Kroétkie wprowadzenie

W zakres podstawowego kursu mechaniki kwantowej wchodzi zasada nieoznaczonosci Heisenberga [1]

T20p > g, oa0B > % ‘<[/1, B]> , (1)




w wersji dla polozenia i pedu (nieréwnosé¢ lewa; gwoli $cistosci wyprowadzona przez Kennarda [2]) 1 w
formie ogolniejszej dla dwoch dowolnych obserwabli A i B (nieréwnosé prawa) [3|. Kazdy kto ukonczyt
studia z fizyki na poziomie magisterskim ma zatem ,pewne wyczucie” tego, jakiego typu gleboka ma-
dros$¢ odnosnie §wiata kwantowego kryje sie w nieréwnosciach (1). Notacja zastosowana w (1) jest w stu
procentach standardowa. Dla pewnosci uscisle tylko, iz 04 oznacza odchylenie standardowe dla pewnej
obserwabli A, a prawa nieréwnos¢ przechodzi w lews poniewaz

&, p] = ih. (2)

Co zrozumialte, powyzsze nieréwnosci stanowia tylko zaproszenie do arcyobszernej galtezi wiedzy, ktorej
nie sposob zreferowa¢ w ramach jednej pozycji o rozsadnym rozmiarze'. Jej wazne dla zrozumienia
Autoreferatu fragmenty, takie jak metody detekcji splatania typu EPR [5| czy tez niebanalny sposob
wyprowadzenia rownania Schrodingera [6], znalezé mozna w kolejnych podrozdziatach.

Przetomowe dla teorii relacji nieoznaczonosci stato sie zrozumienie, iz wartodci przyjmowane przez
badane obserwable w istocie nie odgrywaja roli, a wszystkie rozwazania mozna skutecznie prowadzi¢ w
oparciu o same rozktady prawdopodobienistwa. Wraz z tymi ostatnimi przyszty znane z teorii informacji

narzedzia, takie jak entropia informacyjna (tu od razu w formie Rényi’ego):

1

ha[p]zl_a

6 ]‘ jo%
In /R dz[p(2)]*,  H,[P]= 1n§kjpk, (3)
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a takze informacja Fishera i inne. Przez p(z) oznaczam rozklad prawdopodobieristwa zmiennej cig-
glej z (takiej jak polozenie i ped), podczas gdy Py jest dowolnym dyskretnym rozkladem prawdo-
podobieristwa. W granicy a — 1 entropia Rényi’ego przechodzi w dobrze znana entropie Shannona
Blp) = - fydzp () Inlp (2)], H[P] = — 5, Peln Py.

Historycznie pierwsza relacja nieoznaczonosci dla entropii Shannona byta nieréwnosé Biatynickiego-
Biruli-Mycielskiego [7]

hlpl +hlp) = - /R dwp () In[p (2)] - /R dp (p) In[5 (p)] = In (her). (4)

Dla stanow czystych: p(z) = | (z)[2 i p(p) = ¥ (p)|?, gdzie ¢ () i ¢ (p) sa funkcjami falowymi
(odpowiednio w reprezentacji polozeniowej i pedowej) wzajemnie powiazanymi transformacja Fouriera

- 1
d)(p):\/%

Relacja nieoznaczonosci (4), jak rowniez wiele pokrewnych relacji (w tym dla entropii dyskretnych) oma-
wianych w dalszej czesci Autoreferatu zachowuje waznosé dla dowolnych standéw mieszanych.

Dla przypadku skonczenie-wymiarowego, stanu mieszanego p na d-wymiarowej przestrzeni Hilberta H
oraz pary niezdegenerowanych, niekomutujacych obserwabli A i B definiujemy prawdopodobienistwa:

/ d =7/ () (5)
R

pi = (ailplai), ¢ = (bl plbs) - (6)

Przez |a;) i |b;), i,j = 1,...,d oznaczyliSmy stany wlasne operatoréw stowarzyszonych z obiema obser-
wablami. Entropowe relacje nieoznaczonosci dla prawdopodobieristw (6) przybieraja ogdlna postac

H, [p] + Hﬁ [Q] > Bocﬁ (U) ) (7)

!Stad pewnie brak kompletnego artykutu przegladowego, a jedyna praca [4] poswiecona jest aspektom natury formalne;.



gdzie U € U (d) jest macierzg unitarng o elementach macierzowych Us; = (a; |b;).

Pierwsza relacje entropowa dla zmiennych dyskretnych zawdzieczamy Deutschowi [8], ktory dla o =
1 = B znalazl ograniczenie B} = —2InC, z C = (1+ /c1) /2 oraz ¢; = max;; |Ul-j|2. Zdecydowanie
bardziej znane jest ograniczenie Maassena—Uffinka [9] z roku 1988, BO%U = —In ¢y, ktore ma zastosowanie
wylacznie dla tzw. parametréow sprzezonych spehiajacych relacje 1/a+1/8 = 2.

Do entropowych relacji nieoznaczonosci i ich szerokich zastosowan powrdce w poszczegdlnych podroz-
dzialach. Na zakonczenie krotkiego wstepu cheiatbym tylko wspomnieé¢ artykuty przegladowe [10, 11] i
[D11] szczegolowo traktujace niniejsza tematyke.

4.2 Testy splatania dla ukladéw skonczenie-wymiarowych

Obecnym podrozdziatem przechodze do omoéwienia poszczegdlnych zagadnien dotyczacych relacji nieozna-
czonosci i ich zastosowari. Troche z przekory, a po czesci starajac sie zachowaé porzadek chronologiczny,
rozpoczynam od rezultatéw, ktoére z technicznego punktu widzenia, z relacjami nieoznaczonosci maja
najmniej wspolnego. Prezentowane wyniki powstaly w ramach mojego grantu typu luventus Plus 2011
zatytutowanego ,, Collectibility — nowe kryterium splgtania oparte o relacje nieoznaczonosci’, poSwieconego
rozwinieciu testu splatania bazujacego na wielkosci nazwanej Collectibility [D5].

4.2.1 Collectibility dla stanéw mieszanych

W pracy [D5] rozwazaliémy czyste stany |¥) € H nalezace do przestrzeni Hilberta H = H! ® ... ®
HE bedacej iloczynem tensorowym K przestrzeni Hilberta o wymiarze N kazda. Podstawowa wielkosé
Maximal Collectibility zdefiniowana zostata jako

Y (w)] = maXH) \11|Xsep>‘ , (8)

)

gdzie |x5P) = {\Xsep e XN >} jest dowolnym zbiorem N stanéw separowalnych, lokalnie ortogo-
nalnych. Przy pomocy rachunku wariacyjnego wzorowanego na wyprowadzeniu entropowej relacji nie-
oznaczonoéci Deutscha [8] zostalo pokazane?, iz Y™ [|[W)] < N~V podczas gdy dla dowolnego stanu
=|¥))®...®|Vg) zachodzi Y™ [|\IJ>
kuje kryterium splatania dla stanéw czystych. Dalsze wyniki opisane w omawianej pracy odnosza sie do
przypadku kubitow (N = 2). Zastapienie w definicji (8) pelnego maksimum po |x*P), przez maksimum
ograniczone do jednej przestrzeni Hilberta prowadzi do wtasciwej Collectibility, zbudowanej z elemen-
tow pewnej macierzy Grama, ktore sa mierzalne przy pomocy uktadu do$wiadczalnego bazujacego na
interferencji Hong-Ou-Mandela [12] (splatanie polaryzacji fotonow).

W pracy [H11] uogdlniono Maximal Collectibility (wraz z testem splatania) na przypadek dowolnego
stanu mieszanego p. Pierwszy z rezultatow jest o tyle nietrywialny, iz dokonujac w (8) prostej zamiany
|U) (U] — p otrzymujemy wielko$é przyjmujaca wartoi¢ N~ dla stanu separowalnego, maksymalnie
mieszanego rzedu N. Aby uratowaé¢ zdolno$é detekcji splatania wprowadzona zostata zmodyfikowana
Maximal Collectibility dla standéw mieszanych uwzgledniajgca niektore elementy pozadiagonalne macierzy
gestosci (Definition 2 na str. 4 w [H11]). Wielkos¢ ta spelia analogiczne, lecz bardziej skomplikowane
(np. zalezne od czystoéci Trp?) gorne ograniczenia prowadzace do kryteriéw splatania (takze na str. 4 w
[H11]): ogodlnych (Lemma 1), dla dwoch poduktadow (Theorem 2) i dla kubitow (Fact 1).

separowalnego |¥) ., sep| SN —N-K Powyzsza obserwacja impli-

W istocie mozna w peli uogélni¢ wyprowadzenie Deutscha na przypadek wielu obserwabli (baz ortonormalnych).
Opisywane rezultaty stanowia szczegblny przypadek takiego, zapewne nigdzie nieopublikowanego, uogoélnienia.



W dalszej czesci pracy (na str. 51 6 w [H11]) przeprowadzona zostala analiza skutecznosci kryteriow
splatania w funkcji czystosci (TABLE I) oraz dla rodziny uogoélnionych stanow Wernera (FIG. 2). Poka-
zane zostaly takze zwiazki Maximal Collectibility z miara splatania Negativity [13] i wielkoscia Maximal
Fidelity |14,15]. Ta ostatnia obserwacja oznacza, ze Mazimal Collectibility jest wielkoscia niejako dualna
do Geometrycznej Miary Splatania [16,17|. Podczas gdy miara geometryczna jest zadana maksymalnym
rzutem badanego stanu na stan separowalny, to nasza wielkos¢ jest prosta funkcja maksymalnego rzutu
stanu na stan maksymalnie splatany.

Drugim, a by¢ moze wazniejszym celem pracy [H11] bylo zaproponowanie rozwigzan doswiadczal-
nych pozwalajacych na wykonanie omawianego testu splatania dla stanéw mieszanych o duzej czystosci.
Dowodem skutecznosci zaproponowanych rozwiazan jest praca doswiadczalna z roku 2016 [18], w ktorej
wielkosci opisane w [H11] zostaly zmierzone potwierdzajac poprawnosé i uzytecznosé testu. Praktyczne
zalety omawianego testu warto zareklamowaé cytujac fragmenty wstepu z [18]: ,, This technique® does
not share the disadvantages of the previously mentioned methods*, i.e., it allows us to detect two-qubit
entanglement without the need for any a priori information and for pure states it allows us to measure the
amount of entanglement in terms of the negativity...” oraz ,,In comparison to other previously proposed
methods, the collectibility requires only one two-photon interaction to be implemented”.

Na poczatek wprowadze elementy notacji (wszystkie szczegdly mozna znalezé¢ w [H11|) zwiazanej z
opisem eksperymentu, ktérego schemat przedstawia Rys. 1. Doswiadczenie dla dwoch kubitéw wykony-
wane jest przy uzyciu dwoch kopii uktadu (,pochodzacych” ze zrodet S1 i S2). Po lewej stronie schematu
eksperymentator ma wybor pomiedzy zastosowaniem do swoich fotonéw pewnych (ustalonych) polaryza-
torow RT(#,¢) lub RY(#,¢'). Po wykonaniu pomiaru przy uzyciu detektorow (Dsj, 4,5 = 1,2) fotony
po prawej stronie mogg znajdowaé sie w stanach mieszanych: o4 lub o_, odpowiednio z prawdopodobien-
stwami py lub p_, gdy pomiar po stronie lewej wykonany zostal przy uzyciu polaryzatorow R (6, ¢); ol
lub ¢’_, z prawdopodobienistwami p/, lub p’_, gdy pomiar po stronie lewej wykonany zostal przy uzyciu
drugiej pary polaryzatorow R (6, ¢'). Powyzsze stany mieszane sa w dalszej kolejnosci poddawane inter-
ferencji Hong-Ou-Mandela (HOM). Elementy macierzy Grama obecne w pierwotnej definicji Collectibility
[D5] zadane sa wzorami [H11]:

G =pi\/Tr(02), Go=p_\/Tr(0?), |Giol>=psp-Tr(oro_)=|Gal*. (9)

Wspomniana wyzej interferencja HOM stuzy do wyznaczenia §ladéw iloczyndéw standéw polaryzacji jednego
fotonu. Co istotne, do pomiaru macierzy Grama wystarczajaca jest jedna para polaryzatoréw, tak jak
to mialo miejsce w oryginalnym schemacie z pracy [D5]. Druga para polaryzatoréw niezbedna jest do
uwzglednienia poprawek do testu splatania wynikajacych z faktu, iz badany stan kwantowy nie jest czysty.
W celu uzyskania poprawek, zatézmy ze Tro3 > 1—e4 oraz Tr (O’Ii)Q > 1—¢€,. Pomimo tego, ze HOM daje
nam dokladne wartosci lewych stron obu nieréwnosci, znak ,,>" w definicji parametréw ey i €/, pozwala na
dodatkowe uwzglednienie niepewnosci pomiarowych. Znaleziony w [H11] analogon zaleznej od macierzy
Grama Collectibility prowadzi do testu splatania dla stanéw mieszanych (nier6wnosci spelnianej przez
wszystkie stany separowalne):

G +Gxn)*—1
G11Ga — |G < n+ (G —; 22) , n=8pyp_/ere— +2¢ <2, (10)

z € = max [e’+, € ], tak ze poprawka n uwzglednia czystosci stanéw jednego fotonu.

3Test bazujacy na Collectibility (przyp. LR).
“Tu i w ponizszym fragmencie — zob. kontekst przedstawiony w [18] i zacytowane tam prace (przyp. LR).



Rysunek 1: Schemat doswiadczalny z pracy [H11|.

4.2.2 Dolne ograniczenie na Geometryczna Miare Splatania

Geometryczna Miara Splatania stanu czystego |¥) zdefiniowana jest jako [16,17]

1 _ 2
E(9) =1~ max  [(6]¥)P. (1)

Jej formalnego uogolnienia E (p) na stany mieszane mozna dokona¢ m.in. przez tzw. konstrukcje ,,convex
roof”. Co raczej oczywiste, tak zdefiniowana miara, choé¢ z zalozenia ma szanse by¢ wielce uniwersalna
(wiele poduktadow dowolnego wymiaru), jest zupelnie niepraktyczna. W pracy |[H6| otrzymaliémy naste-
pujace dolne ograniczenie na Geometryczng Miare Splatania:

VE(p) > V1—L(p)—1-Trp?,  L(p)=_ max (¢[p|¢). (12)

|¢)—separable

Powyzszy rezultat wyprowadzony zostal przy pomocy nierownosci trojkata dla metryki , infidelity” [19],
réwnowaznej pewnej klasie relacji nieoznaczonogci [20]. Na mocy (12), nieréwnosé L (p) > Trp? musi
by¢ spelniona przez wszystkie separowalne stany mieszane, co prowadzi do kryteriow splatania znanych z
aktualnej literatury [21,22].

Aby uniknaé szczegdtowego referatu na temat dalszych, zwiazanych z (12) wynikéw przedstawionych
w pracy [H6]|, podejme probe syntetycznego ich opisu w kilku punktach:

e Wielkos¢ L (p) dla dwudzielnych stanéw mieszanych daje sie korzystnie oszacowaé¢ od gory przez
sktadowe produktowej reprezentacji Blocha badanego stanu.

e Roznice L (p) —Trp? daje si¢ scharakteryzowaé przy pomocy mniejszej liczby parametréw, niz kazdy
z cztonéw osobno.

e Nowy test splatania mozna mierzy¢ przy pomocy niekompletnej tomografii kwantowej.

e Dla dowolnego stanu mieszanego dwoch kubitéow, zaproponowana procedura pomiaru wymaga zmie-
rzenia 10 parametréw, podczas gdy pomiar samego Trp? wymaga 12.

e Dla stanu Wernera dwoch kubitow, test pozwala wykry¢ splatanie dla najwickszego (sposrod wszyst-
kich innych znanych testow) zakresu parametru definiujacego ten stan.



4.3 Relacje nieoznaczonoéci i testy splatania dla zmiennych cigglych

Poprzedni podrozdzial stanowil omoéwienie kilku testow kwantowego splatania dla przypadku skoriczenie-
wymiarowego, ktérych wspoélnymi cechami byto pochodzenie zainspirowane relacjami nieoznaczonosci i
dbatosé o aspekty doswiadczalne. Obecny podrozdziat, poswiecony zmiennym ciaglym w optyce kwan-
towej, idzie o krok dalej w obu wymienionych kwestiach. Po pierwsze, zaprezentowane ponizej testy
splatania bezposrednio bazuja na relacjach nieoznaczonosci, tzn. detekcja splatania nastepuje poprzez
zaobserwowanie ztamania pewnej relacji. Ponadto, wazne z doswiadczalnego punktu widzenia cechy kry-
teriow splatania, takie jak wygoda pomiaru i odpornosé¢ na wymuszony ograniczeniami sprzetowymi brak
precyzji, zostaly do razu poddane weryfikacji. Obie prace |[H2| i [H9|, opublikowane we wspolpracy z
fizykami z Rio de Janeiro, sa teoretyczno-doswiadczalne®.

4.3.1 Gruboziarniste kryteria splatania

Publikacja [H9] jest nastepstwem dwoch prac [D2] i [D4] badajacych relacje nieoznaczonosci dla zmien-
nych ciagtych z uwzglednieniem gruboziarnistosci, gdy w miejsce ciaglych rozktadéw prawdopodobienistwa
p(x), p(p) dysponujemy (zostaly zmierzone) ich wersjami dyskretnymi (k,l € Z)

A(k—1/2) 5(1—1/2)
Tk:/ dxp (), Szz/ dpp (p) - (13)
A(k—1/2) S(kl—1/2)

Parametry A i 0 oznaczaja stopien gruboziarnistosci modelu. Przed publikacja [D4] nie byty znane relacje
nieoznaczonosci typu Heisenberga dla rozktadéw dyskretnych (13). Relacje entropowe

Ad 1 /1 1 1 1
fmm+%Mz—m(m)—2QT2+ﬁﬂ>, atE2 (14)

wyprowadzone zostaly w [23| (historycznie, dla entropii Shannona takze w [24,25]), aczkolwiek ich ,nietry-
wialno$¢” ograniczona byta do zakresu parametrow Ad < em ~ 8.54 (poniewaz dla Ad > er prawa strona
jest zawsze ujemna). W pracach [D2|, |[D4] i [H9| postuzono si¢ ciagtymi rozktadami prawdopodobienstwa,
z wygladu przypominajacymi histogramy (zob. FIG. 2 i FIG. 3 z [H9] przedstawiajace nieunormowane
wersje histogramow otrzymanych z danych doswiadczalnych) zdefiniowanymi jako (tu takze k,l € Z):

N _1 1 5 () — 2L Lyt
p (ac)—A dlaxe{kA 2,kA+2], p (p)—5 dlape{lé 2,15—1-2 . (15)
W wymienionych pracach wyprowadziliSmy nieréwnosci:
A
ho [p2] + hs w = Hy [r] + Hs[s] + In (A) > In2rh — 2In [Roo <4£ 1)] , (16)
h
A Pl >,
o [0%] 0y 7] 2 5 (17)

Prawa strona w (16) zalezna jest od pewnej znanej funkcji specjalnej Rog (z, 1) i po odjeciu cztonu In (Ad)
[tzn. dla entropii dyskretnych, analogicznie do (14)] jest nieujemna dla dowolnych A i 4. Co takze ciekawe
(i nieintuicyjne), nieréwnos¢ (17) nie jest nastepstwem zasady nieoznaczonosci Heisenberga (1), ktora w
zgodzie z zastosowana w (17) notacja dana jest nierownoscia oy [p] oy [p] > h/2. Oba uzyskane wyniki
zachowuja swoja waznosé dla standéw mieszanych.

Na celowosé rozwazania powyzszych rozktadéw prawdopodobienistwa sktadaja sie trzy czynniki:

5Zwyczajowo przyjety porzadek listy autoréw zaklada, iz pierwsze miejsca przystuguja autorom wykonujacym gltéwng
czesé eksperymentu.



e Rozklady prawdopodobieiistwa otrzymywane w doswiadczeniu sa zawsze zdyskretyzowane. Para-
metry A i d nalezy interpretowaé jako szerokosci detektorow.

e Fotony sa obiektami kwantowymi, ktore nie daja sie $cisle zlokalizowaé [26], dlatego tez rozwazanie
ciaglych (nieskonczenie doktadnych) rozktadéw prawdopodobienistwa dla stanow fotonowych wydaje
sie na swdj sposéb watpliwe.

e Wprowadzajac rzetelny opis usredniony nie ma obawy o to, ze otrzymane wyniki prowadza do
falszywych wnioskéw, poprzez pominiecie waznych, aczkolwiek subtelnych efektéow. Bez wzgledu
na to, jaka fizyka obowiazuje w skalach dlugosci niedostepnych doswiadczeniu, chcieliby$my mieé
zaufanie do wnioskéw wydedukowanych na bazie posiadanych (usrednionych) danych.

Dla stanu dwufotonowego wprowadzmy zmienne (x1,p1) oraz (x2,p2). Zmienne te mozna m.in. interpre-
towac (zaleznie od kontekstu) jako kwadratury pola dwumodowego lub poprzeczne stopnie swobody dwoch
fotonéow wyprodukowanych w procesie spontanicznego parametrycznego podziatu czestosci (SPDC). W
kolejnym kroku wprowadza sie¢ zmienne globalne x+ = x1 + 2, p+ = p; £ p2 oraz odpowiadajace im cia-
gle rozktady prawdopodobienistwa Ry (x4 ) oraz St (p+). Dla powyzszych rozkladéw znane byty kryteria
splatania bazujace na wariancjach [27] oraz entropiach Shannona [28] moéwiace, iz jesli (A= 1)

0?[Ry]0?[S+] <1 lub  h[Ri]+h[S¢] <1+ In2r, (18)

to badany stan jest splatany. Kryteria te, a takze pokrewne rezultaty [5,29-31|, lacza w sobie relacje
nieoznaczono$ci, symetrie funkcji Wignera i kryterium PPT.

Osiagnieciem zaprezentowanym w [H9| jest uogodlnienie kryteriow (18) na przypadek zdyskretyzowa-
nych [jak w (15)] rozktadow R% (24) oraz S&. (p4) — wzory 10a-10c z [H9]®. Nowe kryteria zostaty spraw-
dzone doswiadczalnie dla zakresu parametrow A € [0.0250mm, 1.125mm)] oraz 6 € [1.546mm_1, 69.57mm_1] .
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Na powyzszym rysunku (FIG. 4 zaczerpniety z [H9]”) uwidoczniony jest efekt dogwiadczalnej detekcji
splatania przy pomocy nowych kryteriéow — rysunek lewy dla wariancji, prawy dla entropii. Kwadraty
niebieskie pokazuja zakres parametrow A, J, dla ktérych detekcja splatania powiodla sie.

5Zob. takze ,Supplementary Material”.
"Opis i druga czes¢ rysunku znajduja sie w pracy na str. 4.



Glowna zaleta otrzymanych rezultatow jest redukcja niezbednych wysitkow doswiadczalnych zwia-
zanych z detekcja splatania oraz czedciowe rozwiazanie problemu wplywu niepewnoéci pomiarowych na
jakosciows interpretacje wynikéw — niepewnosci pomiarowe moga zanizy¢ wyniki pomiaréw, sprawiajac
iz stan separowalny zostaje sklasyfikowany jako splatany. Od strony koncepcyjno—teoretycznej podane
kryteria nalezy rozumieé jako takie, ktére w procesie do$wiadczalnej weryfikacji wymagaja jedynie tyle
informacji, ile przy obecnym zaawansowaniu technologicznym jesteSmy de facto w stanie uzyskaé¢ w la-
boratorium. Warto dodaé, iz zagadnienie gruboziarnistosci danych w detekcji splatania przy pomocy
relacji nieoznaczonosci zaczyna wykraczaé¢ poza domene optyki kwantowej. Doswiadczenia z kondensa-
tem Bosego-Einsteina [32] zostana niebawem zaadaptowane do badania efektow grawitacyjnych w mikro-
skali [33]. Grupa z Hanoweru® jest zainteresowana zastosowaniem metodologii przedstawionej w [H9] do
ulepszenia analizy danych doswiadczalnych [33].

4.3.2 Kryteria splatania dla trzech zmiennych

Bazy wtasne kanonicznie sprzezonych zmiennych potozenia i pedu sa wzajemnie nieobciazone (mutually
unbiased). Wladciwie, jesli zdefiniujemy obrécony operator na przestrzeni fazowej postaci® gy = cos 02 +
sin 0p, to bazy wlasne operatorow Gy i Go sa zawsze wzajemnie nieobciazone, jesli tylko sin (8 — 6') #£ 0.
W przestrzeni fazowej mozna tez jednoczesnie zdefiniowaé trzy bazy wzajemnie nieobciazone [34]: oprocz
bazy wlasnej operatora potozenia, nalezy wziaé¢ bazy wlasne operatorow!® # = Gor/3 18 = Qur/3-

W pracy [H2| scisle wyprowadzona zostata dosé¢ intuicyjna relacja nieoznaczonosci dla trzech powyz-
szych zmiennych (réwnanie 18 z [H2|)

. (19)

aiafoﬁ >

o | =

Efektem wyprowadzenia byta nieintuicyjna konkluzja, iz powyzsza relacja wysyca sie jedynie gdy o2 =
02 = 02 = 1/2, tzn. dla przypadku gaussowskiego stanu prézni. Wszakze standardowa relacja nieozna-
czonosci Heisenberga wysyca sie dla wszystkich stanéw gaussowskich. Ta zmiana jakosSciowa oznacza, iz
nowa relacja jest ,bardziej wybiorcza” poniewaz bardziej ,,odpycha’ stany kwantowe od brzegu (wartosci
wysycenia). Mozna sie zatem spodziewad, iz kryteria splatania bazujace na nowej relacji nieoznaczonosci
zyskuja na czutosci.

Zwiazane z (19) kryteria splatania wyprowadzone zostaly analogicznie jak w [H9]. W tym przypadku,
dla trojek zmiennych (z1,7r1,s1) 1 (22,72, s2) zdefiniowane zostaly operatory globalne: Xy = z1 £ o,
Uy =11 £s91Vy = s1 £, dla ktorych kryteria splatania zadane sa relacja nieoznaczonosci (25) z [H2].
Roéwnanie (27) z [H2| [z widocznym zltamaniem (25)] stanowi podsumowanie wykonanego pomiaru.

4.4 Majoryzacyjne relacje nieoznaczonosci

Para entropowych relacji nieoznaczonosci (14, 16) ma te zalete, iz nie ulega trywializacji dla duzych war-
tosci parametréow A i §. Nie oznacza to jednak, iz zestaw ten jest optymalny i nie pozostawia miejsca
na dodatkowe poprawki. Ponadto, obie wymienione relacje zachowuja swoja wazno$é¢ jedynie dla para-
metréow sprzezonych 1/a + 1/8 = 2 (na szczescie wiaz ten dopuszeza przypadek pary entropii Shannona
dla a = 1 = f3), podczas gdy do$¢ naturalnym wyborem z praktycznego punktu widzenia (aby recznie
nie wprowadzaé asymetrii w analizie danych) bytby wybor zestawu symetrycznego!! o = 3. Co wiecej,
omawiane ograniczenie jest wspoldzielone przez wszystkie'? dyskretne entropowe relacje nieoznaczono-

8 Adres internetowy grupy: https://www.igo.uni-hannover.de/77.html

9Takze tu kladziemy h = 1.

90Oznaczenia literami r i s, tu zgodne z [H2|, nie maja powiazania z rozktadami (13).

" Jako rozwiazanie posrednie, w [23] i pozniejszych pracach rozwazano symetryzacje entropii z parametrami sprzezonymi.
12Wszystkie relacje wyprowadzone przed rokiem 2013.
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$ci, np. relacje Maassena-Uffinka [9]. Obecny podrozdzial opisuje prace [H8|, [H7| oraz [H5], w ktorych
z sukcesem zmierzyliSmy sie z powyzszym problemem stosujac technike majoryzacji. W mojej pracy
[H5] wyprowadzitem symetryczny (o = () odpowiednik relacji typu (14, 16), pokazujac ze dla sumy
dwoch entropii Shannona nowa relacja [w parze z (14)] jest lepsza niz relacja (16) stosowana obok (17) w
kryteriach splatania omawianych w 4.3. W dwdch wezesniejszych pracach [H8| i [H7] podejscie majoryza-
cyjne zostalo rozwiniete dla entropii dyskretnych co pozwolito znacznie poprawié¢ entropowe ograniczenie
Maassena-Uffinka.

4.4.1 Relacje nieoznaczonosci w przypadku skoriczenie-wymiarowym

Relacja majoryzacji < y pomiedzy dowolnymi dwoma d-wymiarowymi rozktadami prawdopodobieiistwa
oznacza, iz dla kazdego n < d zachodzi >, _, :EJ]; <>y yi, z rownoscia (unormowanie) dla n = d. Tra-
dycyjnie symbolem | oznaczamy porzadek malejacy, tzn, (xi)k > (:):i)l, dla wszystkich k£ <. Kluczowa
dla naszych rozwazan wlasnodcia entropii Rényi’ego (a takze innych jak np. entropia Tsallisa) jest ich
wklestosé w sensie Schura, ktora oznacza ze Hy, [x] > H, [y] jesli # < y. Ponizszy krotki opis wynikow
uzyskanych w pracach [H8] i [H7] odnosi si¢ do prawdopodobienstw (6) i ogdlnych relacji nieoznaczonosci
typu (7). W obu pracach rozwinieto analityczne algorytmy poszukujace wektoréw majoryzujacych iloczyn
tensorowy i sume prosta prawdopodobienstw (6):

pRq=QWU), pog=<{l}eW (). (20)

Na mocy wklestosci Schura (ale nie tylko), powyzsze relacje majoryzacji zadaja dolne ograniczenia na sume
entropii (7) postaci: Baa (U) = Hq [Q] oraz Bao (U) = Hy [W], z tym ze to drugie ograniczenie dziata
jedynie dla o < 1. Gdy « > 1, mozna jednak podac jego stabszy odpowiednik. Najprostszym przyktadem
nietrywialnego majoryzujacego wektora @ (U) jest'3 [HS] (C’Q, 1— C’Q). Warto zwrocié uwage na fakt, iz
wektory majoryzacyjne mozna zawsze skréci¢, minimalnie tracac doktadnosé ograniczenia, lecz zyskujac
na prostocie wyrazenn. W tym celu sktadowsa wektora majoryzujacego, ktéra ma by¢ ostatnia, nalezy
wybraé jako dopelnienie (do jedynki) wczesniejszych sktadowych.

W pracy [H7] podany zostal dodatkowo szereg ograniczen ,hybrydowych” taczacych majoryzacje dla
iloczynu tensorowego z technika [35| bazujaca na monotonicznosci kwantowej entropii wzglednej. Trzy
nowe relacje dla sumy entropii Shannona zostaly podsumowane jako Theorem 1 na str. 3 pracy [HT|.
Rysunki FIG. 1 i FIG. 2 z [H7| przedstawiaja poréwnanie wszystkich omawianych dolnych ograniczen:
Maassena-Uffinka, dwoch relacji majoryzacyjnych, trzech z Theorem 1 oraz relacji Colesa-Pianiego [35].

Otrzymane w naszych obu pracach relacje nieoznaczonosci stanowity swoisty przelom w tej dziedzi-
nie, po 25 latach ,panowania” relacji Maassena-Uffinka (z doktadnoscia do podanej w czesciowo uwiktanej
formie relacji [36]). Nalezy wspomnie¢, iz idea zastosowania majoryzacji w kontekscie relacji nieoznaczo-
nosci rozwazana byla takze w niedawnej przesztosci 37|, a rownolegle z nasza publikacja [H8| powstawala
praca [38], co jest wynikiem aktualnosci omawianego zagadnienia. O tym ostatnim Swiadczy nieco poz-
niejszy'* wysyp rezultatow [39-43|. Z perspektywy historycznej, entropowe relacje nieoznaczonosci, poza
ich samoistnym sensem poznawczym, okazywaly sie uzyteczne na réznych polach zwigzanych z dziedzina
informacji kwantowej — o czym wyczerpujaco traktuje artykul przegladowy [11]. Mozna takze zaobser-
wowaé koncepcyjne powigzania pomiedzy technikami majoryzacji, entropiami informacyjnymi i termody-
namika kwantowa [44]. Zastosowanie w tym kontekscie relacji nieoznaczonosci takich jak zaprezentowane
w obecnym podrozdziale wydaje sie pozostawaé jedynie kwestia czasu.

13Wielkogé C' zostala zdefiniowana we wstepie, przy okazji omawiania relacji Deutscha.
Y“Liczac od prac [H8] i [38].
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4.4.2 Relacje nieoznaczonosci dla przypadku cigglego—gruboziarnistego

Publikacja [H5] w calosci poswiecona jest zastosowaniu technik wypracowanych w [H8] i [H7] do przy-
padku omawianego w podrozdziale 4.3.1 poswieconemu opisowi gruboziarnistemu dla zmiennych poto-
zenia i pedu. W niniejszym kontekécie koncepcyjnie prosciej bylo rozwazaé relacje majoryzacyjna dla
sumy prostej. Rozdzial II z pracy [H5] poswiecony jest wyprowadzeniu nieskoriczonej hierarchii wektorow
majoryzacyjnych typu W (zob. rown. 20), z tym, ze dla badanego przypadku wektor ten zalezy od
parametru v = Ad/h. Glowny wynik, dolne ograniczenia na sume entropii oznaczone jako Ro™ (Ad/h),
zaprezentowany jest!'® jako rownanie (27) z [H5]. Na wykresie FIG. 1 znajdujacym sie na tej samej stronie
co glowna relacja, pokazane jest por6wnanie nowych dolnych ograniczen i (14, 16) dla przypadku o = 1.

Widaé, iz para ograniczen (14) i 7?,53) w calosci poprawia ograniczenie (16).

Warto jeszcze raz podkresli¢, iz zaréwno relacje majoryzacyjne oméwione w 4.4.1 jak i dolne ograni-
czenia Rq™ sa unikatowe dla przypadku sumy dwoch entropii Rényi’ego o tym samym indeksie o (gdy
a # 1). Co zrozumiate, fakt ten (w kontekscie rezultatow z pracy [H5]) prowadzi do nowej rodziny gru-
boziarnistych kryteriéw splatania, na wzor tych omawianych w podrozdziale 4.3.1. Warto zwrocié uwage
na fakt, iz wszystkie omowione relacje nieoznaczonosci (takze dyskretne) swoim zakresem zastosowarn
wykraczaja poza detekcje splatania, bedac przydatnymi choéby w celu poprawy skutecznosci kryteriow
detekeji kwantowej sterowalnosci (quantum steering) [45,46].

W ramach dalszej dyskusji przeprowadzonej w [H5] pokazana zostata asymptotyka nowych i poprzed-

(n)

nich ograniczeni dla duzych . Asymptotycznie, wszystkie ograniczenia z rodziny Rln przewyzszaja (16) o
rozbiezny czynnik /4. Ponadto, przy pomocy rownania (31) z [H5|, co jest widoczne takze na FIG. 1 od-
tworzone zostalo zachowanie typowe dla wszystkich wymienionych relacji majoryzacyjnych. W przypadku
dyskretnym, relacje te niemal zawsze goruja nad dolnym ograniczeniem Maassena-Uffinka, za wyjatkiem
$cistego otoczenia punktu, dla ktérego macierz unitarna U jest macierza Fouriera. W przypadku ciaglym-
gruboziarnistym, analogiem otoczenia macierzy Fouriera jest granica ciagta v — 0. Ten prawdopodobnie

intuicyjny fakt zostal $cisle pokazany w formie asymptotyki matych ~ dla Rgoo), réwnej —% In~.

4.5 Relacje nieoznaczonoéci dla funkcji charakterystycznych

Poprzednie trzy podrozdzialy opisywaly w pewnym sensie wicksze projekty badawcze zwiazane z rela-
cjami nieoznaczonosci. Kolejne trzy, poczawszy od obecnego, maja na celu przyblizenie rezultatéw bar-
dziej zwartych niemniej jednak na réwni (a moze nawet bardziej) interesujacych. Niniejszy podrozdziat
poswiecony jest pierwszej znanej relacji nieoznaczonosci wyrazonej w jezyku funkcji charakterystycznych
znanych z teorii prawdopodobienstwa. Juz na wstepie nalezy nadmieni¢, iz kluczowy rezultat pracy [H3|
jest silniejszy niz zasada nieoznaczono$ci Heisenberga, a wiec nie jest wnioskiem z niej plynacym. Po-
trzeba wyprowadzenia relacji nieoznaczonosci dla funkcji charakterystycznych zrodzita sie w zwiazku z
doswiadczalnym projektem z dziedziny optyki kwantowej [N8] majacym na celu zbadanie uzytecznosci
struktur okresowych implementowanych przy pomocy masek typu SLM (spatial light modulator).

Y5Nalezy zwrocié uwage na rozbieznosci notacyjne. W pracy [H5] dyskretne prawdopodobieristwa 7 i s; zdefiniowane sa
w réwnaniu (12) jako g5 i pf. Argumenty entropii w réwnaniu (27) z [H5] odnosza sie do tych wiasnie prawdopodobienstw,
nie za$ do histograméw (15) zdefiniowanych w podrozdziale 4.3.1 Autoreferatu. Oznaczenie entropii (H zamiast h), powinno
rozwiaé¢ ewentualne watpliwosci.
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4.5.1 Gloéwna relacja nieoznaczonoS$ci

Przechodzac do meritum, funkcje charakterystyczne @, (\;) i @p (Ap) odpowiadajace rozktadom prawdo-
podobienstwa p (z) i p (p) mozna zdefiniowaé¢ na trzy rézne sposoby:

B, (\) = () = [ dop(@) e = [ o ()5 (o= ). (21)

D, (Ny) = <e“f'ﬁ> = /R dpp (p) e™P = /]R ™ (2) 9 (x + hAp) . (22)

Pierwsze definicje wyrazaja funkcje charakterystyczne poprzez operatory przesuniecia dla potozenia i
pedu. Drugie wyrazenia to po prostu transformaty Fouriera (bez czynnika normujacego) rozktadéow praw-
dopodobienstwa. Bardzo ciekawe sa trzecie definicje bazujace na funkcjach autokorelacji. Funkcja charak-
terystyczna dla potozeniowego rozktadu prawdopodobieristwa zadana jest autokorelacja funkcji falowej w
reprezentacji pedowej (i na odwrot).

Warto zwrécié uwage na fakt, iz w literaturze matematycznej znalezé mozna szereg gornych ograniczen
na modul pojedynczej funkeji charakterystycznej (zob. pozycje ,,[41-47]” cytowane w [H3|). Niestety
wszystkie te ograniczenia wymagaja informacji a priori na temat badanego rozktadu, tzn. zaleza od stanu
uktadu. Ponadto, proby ograniczenia sumy |®(\)|? 4 |®(\,)|? przy pomocy owych wynikow, niezaleznie
dla kazdego cztonu, spelzaja na niczym poniewaz optymalizacje majace na celu uczynié rezultat konicowy
niezaleznym od stanu prowadza do trywialnego gornego ograniczenia réwnego 2. Gléwnym rezultatem
publikacji [H3] jest twierdzenie (Theorem 1 w [H3]) zadajace ograniczenie:

- 92 ./1_

POP + RO < B, Bl =2va¥e LYl )
Wykres (FIG. 1 z [H3|) przedstawia okresowy charakter funkcji B, ktorej wartosci oscyluja pomiedzy try-
wialnym maksimum réwnym 2 a optymalnym minimum réwnym 1. Co istotne funkcje falowe wysycajace
otrzymang nier6wno$¢ w punktach ekstremalnych to funkcje grzebieniowe, a wiec jest to pierwsza relacja
nieoznaczonosci dla potozenia i pedu, w ktorej funkcja Gaussa nie odgrywa roli wiodacej. Linia niebieska
na FIG. 1 jak i analiza przeprowadzona od razu po Theorem 1 (przed dowodem) pokazuje, w ktoérym
miejscu funkcja Gaussa daje o sobie znaé.

4.5.2 Niektore zastosowania

W pracy [H3| omowione zostaly zastosowania nieréwnosci (23) w kwantowym obrazowaniu [47,48]. Mam
na mysli rownanie (18) z [H3|, wsparte opisem przed i po rownaniu, ktore zadaje gérne ograniczenie na
sume czystoscil® prawdopodobieristw detekcji dla obu kanonicznie sprzezonych zmiennych (potozenie i
ped), po zastosowaniu maski przestrzennej z dowolng funkcja transmitancji. Powyzszy wynik znajduje
zastosowanie w teoretyczno-doswiadczalnym projekcie, ktéry obecnie jest we wstepnej fazie realizacji.
Drugie zastosowanie relacji nieoznaczonosci (23) opisane zostanie w podrozdziale 4.6 poniewaz dotyczy
grawitacji. W tym miejscu chcialbym jednak opisa¢ inny wynik o teoriopolowej naturze, wspomniany w
[H3] jako referencja ,,[73]"17. W elektrodynamice klasycznej mozemy przy uzyciu pél elektrycznego E i

magnetycznego B zdefiniowaé strumienie!®:

E 8] = /S Ed®S,,  Bla]= /S B8, (24)
B a

16Sciglej na sume catek z kwadratéw rozkladéw prawdopodobienstwa.

"Tutaj cytowana z numerem [49].

¥Definicje za [49] — « i B maja tu znaczenie zgodne z [49], a nie zwiazane z reszta Autoreferatu gdzie petnig role
parametréw sprzezonych.
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przez dowolne powierzchnie S, i Sg. W klasycznej teorii pola powyzsze strumienie spetniajg nawiasy
Poissona {Ba], E [5]} = GL (o, B), gdzie GL (o, B) jest topologiczna liczba Gaussa dla petli bedacych
brzegami obu powierzchni. Na gruncie kwantowym, po tym jak strumienie pola zyskuja operatorowy
charakter mozna wypisa¢ relacje nieoznaczonosci (réwnanie 1.9 z [49])

(aBla]) (AB18) 2 §16£ (@ ). (25)

Nasuwa sie pytanie na ile powyzsza relacja nieoznaczonosci ma sens fizyczny, w szczegdlnosci czym (i czy
dobrze okreslone) sa wariancje operatoréw strumieni pola.

W ujeciu teoriopolowym, naturalnymi obiektami zawierajacymi strumienie pola sa dobrze okreslone
holonomie, o czym autorzy [49] takze wspominaja. Na mocy glownego wyniku z pracy [H3| przytoczonego
jako réwnanie (23) mozna natychmiast wypisaé relacje nieoznaczonosci dla holonomii (dla dowolnych
parametrow rzeczywistych Ay, Ag):

’<exp (i)\aé [a]) > ‘2 + ‘<exp (z’)\BE [ﬁ]>>’2 < B(hAaAg |GL (o, B)]) . (26)

4.6 Relacje nieoznaczonosci i wnioski nt. grawitacji kwantowej

Jak juz wspominalem, waznym celem omawianego cyklu publikacji jest otrzymanie niebanalnych wnioskow
natury fizycznej ptynacych z relacji nieoznaczonosci. Co oczywiste, relacje nieoznaczonosci sg tytutowym
narzedziem poznawczym fizyki takze gdy pozwalaja na skuteczna detekcje kwantowego splatania (o czym
traktowaly podrozdzialy 4.2-4.4). Niemniej jednak za szczegolnie interesujace uznaje przypadki, gdy star-
tujac z pewnej relacji nieoznaczonosci mozna co$ powiedzieé o fizyce bardzo odlegtej od obranego punktu
startowego. Za bardzo odlegta zdecydowanie uznaje od dziesiecioleci rozwijana dziedzine kwantowej gra-
witacji, totez niniejszy podrozdzial ma na celu przedstawienie dwéch wynikéw prowadzacych do wnioskow
nt. grawitacji kwantowe;j.

4.6.1 Relacja nieoznaczonosci dla objetosci bardzo wczesnego Wszechswiata

W tej czesci powracam do pracy [H3| i jej ostatniego fragmentu dotyczacego petlowej kosmologii kwan-
towej. Tytulem wstepu nalezy przytoczy¢ kilka faktow dotyczacych petlowej grawitacji kwantowej [50].
Role polozenia kanonicznego petni w niej tzw. koneksja Ashtekara'? A? (z) [51]. Problemem opisu kwan-
towego jest nieistnienie (w sensie matematycznym) operatora A% () przez co (jak juz wspomniatem w 4.5)
trzeba uzywaé¢ holonomii. Co warte podkreslenia, w tym przypadku nie da sie wypisaé relacji nieozna-
czonosei typu (25). Innymi stowy, mamy do czynienia z przypadkiem, w ktérym zalozenia twierdzenia
Stone’a—von Neumanna nie sg spelnione. Poniewaz jednak dla tej teorii dobrze okreslona jest algebra
Weyla [52], mozna po raz kolejny uciec sie do réwnania (23).
Aby przejsé¢ do kosmologii petlowej zaczne od metryki Friedmana-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera

ds* = —c2dt* + a*(t)dx?, (27)

gdzie ¥ odnosi sie do przestrzeni trojwymiarowej. Funkcja czasu a(t) jest dobrze znanym czynnikiem skali.
Przy uzyciu tej funkcji mozna wprowadzi¢ dwie wielkosci: parametr Hubble’a b = a/a oraz ,fizyczna”
objetoé¢é Wszechswiata V = Vpa® (Vj jest wymiarowym czynnikiem proporcjonalnosci) [53]. Obie funkcje
stanowia par¢ zmiennych kanonicznych opisywanych nawiasem Poissona {b, V} = +47G/c?.

3
1

Tndeks “a” odnosi sie do wspotrzednych przestrzennych; wewnetrzny indeks “i” zwigzany jest z grupa cechowania SU(2).
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Poniewaz koneksja Ashtekara jest proporcjonalna do &, jasne jest iz operator kwantowy ,,B” nie moze
by¢ poprawnie zdefiniowany. Innymi stowy, narzucajaca sie relacja nieoznaczonosci opoy > 2rGh/c? moze
by¢ traktowana jedynie jako nier6wnosé heurystyczna informujaca, ze ,co$ jest na rzeczy”. Podobnie jak
w poprzednim podrozdziale w sukurs przychodzi twierdzenie z publikacji [H3]. Ustalajac warto$é¢ jednego
z parametréw A w rownaniu (23) mozna pokazac, ze

4G
oy > CT/\b’U(/\b)‘a (28>

gdzie Ay jest dowolnym dodatnim parametrem rzeczywistym a U ()p) jest dobrze zdefiniowanym operato-
rem holonomii dla parametru Hubble’a. Co ciekawe, nie ma mozliwosci dalszej optymalizacji uzyskanego

wiezu poniewaz U (\p) # exp (i)\bl;) Nieréwnosé (28) jest jak dotad jedyna znana, w pelni poprawna
forma opisania relacji nieoznaczonoéci dla fluktuacji objetosci Wszechswiata, majacych fizyczne znaczenie
na bardzo wczesnym etapie jego ekspans;ji.

4.6.2 Nieliniowe réwnanie Schrédingera i relacje nieoznaczonosci ze stalg grawitacyjna G

By¢ moze jednym z najbardziej nietypowych zastosowan relacji nieoznaczonoéci byto wyprowadzenie przez
Halla i Reginatto rownania Schrédingera, przy zalozeniu dynamiki klasycznej oraz wtasnosci skalowania
nazwanej ,, Ezact Uncertainty Principle” (EUP) [6].

W telegraficznym skrocie, zaczynajac od rownan klasycznych: ciaglosci dla rozktadu prawdopodo-
bieristwa P (x,t) oraz Hamiltona-Jacobiego

opP 1 oS 1
o TV ( mvs> 0, 5 5 VS VS+V =0, (29)

postuluje sie istnienie fluktuacji?’ pedéw p ,wokot” pedéow klasycznych p; (definiowanych jako sktadowe
VS), tak ze p = p + IN. Od tej pory, dla prostoty opisu ogranicze sie do scenariusza jednowymiarowego
(para zmiennych z i p), podczas gdy zarowno w [6] jak i w mojej pracy [H1| rozwazany byl ogolny
przypadek n-wymiarowy. W wyniku uwzglegdnienia fluktuacji (z wieloma technicznymi szczegétami po
drodze) otrzymuje sie modyfikacje (S’ ) ktora na poziomie dziatania?! prowadzi do dodatkowego czlonu
(AN = [dzPN?2. N2, Srednia typu ,,”” odnosi sie do losowosci fluktuacji w kazdym punkcie. Warto zwrocié
uwage na fakt, iz w rozdziale 2.1 pracy [H1| przeprowadzona zostala szczegolowa dyskusja subtelnych
aspektow procedury usredniania. Kluczowym rezultatem pracy [6], opartym na (EUP), sa rownania:

(AN)? = ZQF [P],  o,>AN. (30)

Pierwsze réwnanie moéwi, iz czton pochodzacy od fluktuacji wyraza sie przez informacje Fishera?? dla
rozktadu prawdopodobienistwa P. Druga nierownosé (nie zwiazana z pierwszym réwnaniem) zadaje dolne
ograniczenie na o,. Nieréownos¢ Cramera-Rao w prosty sposob przeprowadza (30) w relacje nieoznaczo-
nosci Heisenberga (1). Ostatecznie, dziatanie kwantowe (rown. 11 z pracy [H1]) prowadzi do zmodyfiko-
wanego rownania Hamiltona-Jacobiego (znéow w dowolnej liczbie wymiaréw)

2s 1 1 2 _,
5 T3 VS VS+ o | 5 VP VP = SVIP I £V =0, (31)

20Oznaczanych wektorem N.
217ob. réwnania (9) i (11) z [H1].
227 pewna dowolna stala proporcjonalnosci, nie przez przypadek oznaczona jako 12 /4.
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ktore z kolei (wraz z niezmienionym réwnaniem ciagltosci) odpowiada rownaniu Schrédingera. Na za-
koniczenie wstepu warto wspomnieé, iz podejécie oparte na EUP zyskalo spore zainteresowanie i szereg
kontynuacji. Pelen zbior rezultatow zwiazanych z EUP znalezé mozna w nowej ksiazce [54].

W pracy [H1| przeprowadzitlem rozumowanie w pewnym sensie odwrotne do powyzszego. Jesli zato-
zymy, ze z przyczyn fizycznych spelniona jest relacja nieoznaczonosci bardziej rygorystyczna niz (1), to
fakt ten powinien mie¢ wptyw na forme EUP. Odpowiednio zmodyfikowana EUP, taka aby procedura po-
dobna do tej bazujacej na (30) odtworzy¢ ostrzejsza relacje nieoznaczonosci, w nastepnym kroku prowadzi
do nowego (nieliniowego) réwnania Schrodingera. Pelna i uporzadkowana argumentacja przedstawiona
zostata w [H1]. W tym miejscu, pozwole sobie jedynie wybraé¢ trzy sktadniki ,ze srodka”, aby zaprezen-
towaé pierwszy wynik tej publikacji. Przy zalozeniu, ze dyskutowana relacja nieoznaczonosci ma postaé
(osobno dla kazdego kierunku)

h
ozw (op) > 2 (32)
z pewna funkcja w () o szeregu wlasnosci (réwn. 25-28 z [H1]) to omoéwiony formalizm prowadzi do

nieliniowego réwnania Schrodingera (tu znowu w n wymiarach; Fj jest informacja Fishera wzgledem
I-tego kierunku)

2 2
iy = (gt e Sw en ) S v W - L AL -

Powyzsze nowe, nieliniowe rownanie ewolucji ma trzy wielce pozadane wtasnosci:
e Separuje sie dla nieoddziatujacych poduktaddow.
e Nie zalezy od normy funkcji falowej.
e Jest niezmiennicze wzgledem transformacji Galileusza.

Ponadto, rozwiazania bedace falami ptaskimi redukuja (33) do standardowego réwnania Schrodingera.
Oznacza to, ze fale ptaskie w ogolnodci nie czuja nieliniowosci réwnania (33).

Naturalne pytanie Czytelnika mogloby odnosié¢ sie do okolicznosci w jakich relacja typu (32) miataby
zastapi¢ (1). Przykladem rozwazonym w [H1] byta uogoélniona relacja nieoznaczonosci z poprawkami
grawitacyjnymi postulowana dla rezimu wysokich energii [55-57|

_op h
1+ 502 =5 2’ (34)
z B ~ G/(hc?). Teorii, ktéra narosta wokol powyzszej nieréwnosci po czedci stusznie zarzuca sie balansowa-
nie na granicy uznanych podstaw fizyki. Dla wielu, (34) bedzie rownowazna z famaniem niezmienniczosci
Lorentza. Jak podkreslitem w [H1|, nie jest moim celem rozwazanie fizyki niekonwencjonalnej. Spo-
dziewam sie raczej, ze relacja typu (34) bedzie opisywaé zwiazki grawitacji z kwantowymi fluktuacjami
w sposéb zgodny z pozostalymi teoriami fizycznymi. Przyktadem tego typu moze byé wyprowadzenie
(34) |58], bazujace na postulacie istnienia maksymalnego przyspieszenia (podejscie to zachowuje lorent-
zowska niezmienniczosé [59]).

Mozna pokazaé, iz dla powyzszego modelu W (z) = 48z + O (62) a potozeniowe odchylenie standar-
dowe jest od dotu ograniczone przez hv/B. W kontekécie grawitacyjnym warto powrécié¢ do szczegdlnej
roli fal ptaskich, ktore pozostaja nieczule na nieliniowosci réwnania. Innymi stowy, spektrum rozwiagzan
bedacych falami ptaskimi nie ulega modyfikacji. Ten fizycznie nietrywialny wniosek stoi w sprzecznosci
z oczekiwaniami odnosnie mozliwosci detekcji efektéw grawitacyjnych wtasnie poprzez zaobserwowanie
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zmian w spektrum fal plaskich [60,61|. Co oczywiste, polaczenie réwnania Schrodingera z rezimem bar-
dzo wysokich energii ma maly sens fizyczny (moze bardziej jako wskazowka formalna jak dokonywac
uogolnieni), wiec moze i przewidywanie odnosnie fal ptaskich powinno by¢ inne. W koncu modyfikacja
spektrum fal ptaskich przewidywana jest dla rozwigzan réwnania Kleina-Gordona i Maxwella. Jednakze
powyzsze rozumowanie mozna tatwo powtorzy¢ dla przypadku Kleina-Gordona, ulepszajac wyprowadze-
nie przedstawione w [62]. Innymi stowy, postulowany w pracy [H1| brak efektu przesuniecia spektrum
fal ptaskich ma znamiona uniwersalnosci, a wiec powinien zosta¢ wziety pod uwage w dyskusji odnosnie
mozliwych obserwowalnych efektéow wzajemnych relacji pomiedzy grawitacja i mechaniks kwantowa.

4.7 Skonczenie-wymiarowe relacje nieoznaczonosci i formalizm mechaniki kwantowej
Ostatnia cze$¢ niniejszego omoéwienia poswiecona jest dwom pracom [H10] i [H4] dotyczacym mechaniki
kwantowej w skoriczenie-wymiarowych przestrzeniach Hilberta.

4.7.1 Relacje nieoznaczonosci dla kanaléw kwantowych

W pracy [H10| przedyskutowalismy jak ilosciowo opisywaé nieoznaczonosé dla kanatu kwantowego ® zdefi-
niowanego jako catkowicie dodatnie odwzorowanie zachowujace $lad macierzy gesto$ci. Wyprowadzilismy
szereg relacji nieoznaczono$ci poswieconych:

e entropii odwzorowania?® S™aP (®), zdefiniowanej jako entropia (von Neumanna czy tez Rényi’ego)
macierzy gestosci stanu Choi-Jamiotkowskiego dla @,

e entropii odbiorcy 5™ (®), zdefiniowanej jako entropia (Shannona lub Rényi’ego) unormowanych
wartosci wlasnych nieujemnej macierzy hermitowskiej ®®T,

e sumom obu tych entropii.

O ile znaczenie entropii S™?P (®) powinno by¢ z gruntu jasne, to nalezy wyjasni¢, iz S™° (®) ma na celu
opisa¢ wiedze a priori nt. konicowej macierzy gestosci (po zadziataniu kanatu ®) posiadana przez odbiorce.
Gaszcz relacji nieoznaczonosci zaprezentowanych w [H10] (tacznie blisko 20) opisze w formie listy?4:

e Dolne i gérne ograniczenia na Sp (®): (40a), (40c), (47).

Dolne i gorne ograniczenia na Sy " (®): (40b), (40d), (54).

Dolne ograniczenia na sume S;* (®) + S;"* (®): (46), na mocy (42) prowadzace do (43) i (44),
ktore z kolei prowadza do (39).

e Nieréwnosci dla przypadku separowalnej macierzy Choi-Jamiotkowskiego (kanaty tamiace splatanie):
Proposition 6 punkty (i-iii) na stronie 9 w [H10].

4.7.2 Kwantowe koherencje oraz relacje nieoznaczonosci i oznaczonosci dla wielu obserwabli

Podstawowym obiektem zainteresowan, od samego poczatku badan nad mechanikag kwantowa, byty dolne
ograniczenia na zbiorcze miary statystycznej niepewnosci. Goérne ograniczenia nie byly rozwazane gdyz
w przypadku ciaglym maksymalna warto$¢ sum entropii lub iloczynéw wariancji moze by¢ nieskoriczona.

230znaczenie entropii przez S, zamiast H, podyktowane jest notacja zastosowana w [H10].
2 Cytowane numery réownan odnosza si¢ do pracy [H10]; indeks ¢ (notacja z [H10], w Autoreferacie oznaczany jako «)
odnosi sie¢ do entropii Rényi’ego.
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Poniewaz w przypadku skonczenie-wymiarowym powyzsza niedogodno$é nie wystepuje, pytanie o gérne
ograniczenia nabiera nowego sensu. Innymi stowy, wracajac do entropowej nier6wnosci (7), mozna pytac
przez jaka wielkos¢ suma entropii jest ograniczona od gory (tzw. relacja oznaczonosci). Co oczywi-
ste, w d-wymiarowe] przestrzeni Hilberta suma dwoch entropii Rényi’ego dowolnego stopnia (moga byé
dwa rézne) jest w sposob trywialny ograniczona od gory przez 2Ind. Dla przypadku ogdlniejszego, gdy
zamiast dwoch, rozwazamy L obserwabli oraz stowarzyszonych z nimi baz wtasnych i rozkltadéw praw-
dopodobienistwa, trywialne goérne ograniczenie przyjmuje posta¢ LInd. Aby wysycié¢ te ograniczenia,
wszystkie prawdopodobieristwa musza by¢ rownoczesnie rowne 1/d. Pojawia sie wiec pytanie o to kiedy
powyzszych ograniczeri wysycic sie nie da, w konsekwencji czego znalez¢é mozna bardziej ostre relacje. Od
dluzszego czasu znana jest konstruktywna odpowiedz?® na powyzsze pytania dla specjalnego przypadku
L = d + 1 baz wzajemnie nieobciazonych (mutually unbiased bases) [63,64]. W przypadku bazowym,
tzn. dla dowolnego d i L = 2, nieoczekiwany wynik negatywny (brak relacji oznaczonosci; ograniczenie
2Ind zawsze daje sie wysyci¢) otrzymany zostal bardzo niedawno [65]. W dalszej czesci podrozdziatu
opisze rezultaty zaprezentowane w publikacji [H4|, w szczegolnosci wnioski natury fizycznej plynace z
faktu trywializacji relacji oznaczonosci dla L = 2 oraz nowy zestaw relacji nieoznaczonosci i oznaczonosci
dla przypadku ogolnego. Podrozdzial ten zakoricze krotka lista pobocznych wynikow uzyskanych w [H4|.

Na wzér teorii kwantowego splatania, opracowano opis kwantowej koherencji?® [66], w termodynamice

kwantowej traktowanej podobnie jak praca [67]. Dla ustalonej bazy |a;), i = 1,...,d, stan maksymalnie
koherentny jest postaci |Weop) = d—1/2 2?21 €' aj). Na mocy wspomnianej powyzej trywialnej relacji
oznaczonosci, dla dowolnej drugiej bazy ortonormalnej |b;) istnieja fazy ¢1,...,¢q, takie ze |Weon) =

d—1/? Z;l:l e'?i |b;). Dla kwantowej koherencji oznacza to, ze (zob. Corollary 1 i 2 na str. 3 w [H4]):
e stan maksymalnie koherentny moze by¢ wspoétdzielony przez dwoch uzytkownikéw,

e dla dowolnego kanatu unitarnego, mozna tak dobrac¢ fazy w |Ue.p) aby stan byl maksymalnie kohe-
rentny przed i po wykonaniu operacji.

Kwantowa koherencja, tak jak splatanie, moze by¢ ilosciowo badana przy pomocy miar koherencji [66].
Prawdopodobnie najprostsza i najbardziej intuicyjna miarg jest norma [y wspotczynnikéw pozadiagonal-
nych macierzy gestosci zadana wzorem

d
Cu(p) = Z |pijl - (35)
i#]
Na stronach 3 i 4 pracy [H4| pokazaliSmy, iz obnizenie (wzgledem jej maksimum) wartosci powyzszej miary
koherencji liczonej dla stanu czystego |£), ktory zostal przygotowany jako maksymalnie koherentny z praw-
dopodobienistwem 1 — ¢, jest proporcjonalne do e. Jesli niedoktadnosci rzedu e dotyczace przygotowania
maksymalnie koherentnego stanu kwantowego o ustalonych fazach (dla celow zastosowan wymienionych
w Corollary 1 i 2) dotycza tylko dostrojenia faz, wtedy spadek koherencji jest proporcjonalny do €2. Po-
nadto, Corollary 8 na str. 4 w [H4| wykorzystuje zagniezdzony rozklad macierzy unitarnych otrzymany
przy pomocy macierzy Fouriera [68] do okreslenia dla jakiego zestawu L > 3 obserwabli istnieje stan
maksymalnie koherentny wzgledem wszystkich L baz wtasnych.

Nietrywialne relacje nieoznaczonoéci i oznaczonosci dla L > 3 obserwabli wyprowadzone zostalty jako
Theorem 2 na str. 5 w [H4| oraz pokazane na rysunku FIG. 3 dla L = 3. Mimo tego, iz jest to niemalej
wagi rezultat, w Autoreferacie pomine dalszy jego opis oszczedzajac szczegdléw technicznych. Warto
jedynie zwroci¢ uwage na Theorem 1 obecne na str. 4 w [H4], ktore istotnie uogélnia wyniki z pracy [69].

25W formie relacji oznaczonosci [63, 64].
26Chodzi o koherencje wzgledem pewnej ustalonej bazy ortonormalne;.
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Pozostale interesujace rezultaty opisane w publikacji [H4] obejmuja:

e Rysunek FIG. 4 pokazujacy zwezanie sie zakresu zmienno$ci sumy entropii w miare zblizania sie baz

e Rysunek FIG. 6 dla L = 3 ilustrujacy podobne zachowanie w funkcji zmiennych geometrycznych

e Powtorzenie czesci analizy poswieconej koherencji dla przypadku kwantowego splatania (np. istnie-
nie stanéw ,wzajemnie splatanych”).

4.8 Krotkie podsumowanie

W poprzednich podrozdziatach przedstawitem wyniki z 11 prac po$wieconych relacjom nieoznaczonosci,
ich praktycznym zastosowaniom oraz wnioskom natury fizycznej ptynacym z ich odkrycia. W ramach
podsumowania umieszczam zwiezla tabele, ktéra w sposéb syntetyczny lecz w pewnym sensie subiektywny

do zestawu MUB, tzn. w funkcji parametru zdefiniowanego rownaniem (31) z [H4|.

P, i A, zaprezentowanych na FIG. 5.

przez co takze niekompletny prezentuje najciekawsze (moim zdaniem) otrzymane rezultaty:

’ Praca ‘ Nowe relacje nieoznaczonosci

Whioski i zastosowania fizyczne

H1 - Nowe nieliniowe réwnanie Schrodingera

1 i Poprawki kwantowo-grawitacyjne nie musza wplywaé
na spektrum fal ptaskich

H2 (18) Kryteria splatania (25)

H3 (5) Nieréwnosé (18) przydatna w optyce kwantowej

H3 (5) Relacja nieoznaczonosci (21) dla kosmologii kwantowe;

4 i Szereg wnioskdéw nt. stanéw maksymalnie koherentnych:
wspoéldzielenie, odpornosé, kryteria istnienia

4 (28) Pierwsze zne.me, ogblne re.la'cje nieoznaczon?éci i
oznaczonosci dla dowolnej liczby obserwabli

H5 (27) Poprawienie relacji nieoznaczonosci z [D2]

H6 - Dolne ograniczenie (8) na Geometryczna Miare Splatania

H6 - Kryteria splatania (33) wierne dla stanow Wernera

7 (23), (26), (28) Najm.ocniejsze znane rela-cje nie.zoznaczonoéci dla entropii
Rényi’ego o tym samym indeksie «

S ), (21) Pierwsze relacje majoryzacyjne .dla iloczynu tensorowego
dwoch rozktadéw prawdopodobienstwa,

Ho i Skoriczone rozmiary detektoréow zostaty uwzglednione
w kryteriach splatania (10)

H10 (39-40), (43-44), (46-50) Pierwsze znane relacje nieoznaczonosci dla kanatow
kwantowych

H11 i Test splatania dla stanéw mieszanych (12) niedawno

zmierzony w 18]
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5 Omoéwienie pozostalych osiagnieé¢ naukowo-badawczych

5.1 Lista publikacji stanowigcych pozostaly dorobek naukowy

Do pozostalego dorobku zaliczam publikacje i preprinty?” opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora.
Publikacje w czasopismach naukowych:

[N1] B. Witt, L. Rudnicki, Y. Tanimura, F. Mintert, Ezploring complete positivity in hierarchy equations
of motion, New J. Phys. 19, 013007 (2017).

[N2] 1. V. Toranzo, P. Sanchez-Moreno, L. Rudnicki, J. S. Dehesa, One-Parameter Fisher—Rényi Com-
plezity: Notion and Hydrogenic Applications, Entropy 19, 16 (2017).

[N3] L. Rudnicki, I. V. Toranzo, P. Sanchez-Moreno, J. S. Dehesa, Monotone measures of statistical
complezity, Phys. Lett. A 380, 377 (2016).

[N4] K. von Prillwitz, .. Rudnicki, F. Mintert, Contrast in multipath interference and quantum coherence,
Phys. Rev. A 92, 052114 (2015).

[N5] A. Verdeny, L. Rudnicki, C. A. Miiller, F. Mintert, Optimal Control of Effective Hamiltonians, Phys.
Rev. Lett. 113, 010501 (2014).

[N6] A. Gabriel, L. Rudnicki, B. C. Hiesmayr, Measurement-base-independent test for genuine multipartite
entanglement, New. J. Phys. 15, 073033 (2013).

Preprinty:

[N7] D. Suess, L. Rudnicki, D. Gross, Error regions in quantum state tomography: computational com-

plexity caused by geometry of quantum states, arXiv:1608.00374

[N8] D. S. Tasca, L. Rudnicki, R S. Aspden, M. J. Padgett, P. H. Souto Ribeiro, S. P. Walborn, Testing
for entanglement with periodic images, arXiv:1506.01095

5.2 Kroétki opis pozostalego dorobku naukowego
Osiem publikacji wymienionych powyzej podzieli¢ mozna na cztery kategorie:

e Prace uzyskane w ramach mojego udzialu w grancie ERC ,, Optimal dynamical control of quantum
entanglement”™ [N1], [N4], [N5].

e Prace uzyskane we wspolpracy z grupa z Granady zajmujaca sie fizyka atomowa: [N2|, [N3].

e Praca, ktora powstala podczas mojego obecnego postdoca w grupie ,, Quantum Correlations in Phy-
sics, Math, and Computer Science”: [N7].

e Dalsze prace dotyczace kryteriow splatania: [N6|, [NS§].

Praca [N1] stanowi znaczna czesé projektu doktorskiego, ktérego bytem nieformalnym wspotopiekunem?®.

Projekt dotyczy dynamiki uktadéw otwartych poza réwnaniem Lindblada--Kossakowskiego opisywanej
tzw. hierarchiag rownan ruchu [70]. Badanie dotyczy skomplikowanego problemu okreslenia kiedy otrzy-
mywana z rownai dynamika jest calkowicie dodatnia. Praca [N4] powstala jako rozwiniecie projektu

2TPreprinty opublikowane na serwerze arXiv.
28Ty, jak i w calym paragrafie ,,podopieczny” jest pierwszym autorem opisywanej publikacji.
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licencjackiego, ktorego bytem nieformalnym wspétopiekunem. Celem zakoriczonego sukcesem projektu
bylo wyprowadzenie hierarchii kryteriow okreslajacych stopieni koherencji [66], bazujacych na interferen-
¢ji Macha-Zehndera. Publikacja [N5]| jest czescia projektu doktorskiego, ktorego byltem nieformalnym
wspolopiekunem, skupiong na nowej metodzie optymalnej kontroli Hamiltonianéw efektywnych, polega-
jacej na minimalizacji szybkich fluktuacji wokét dynamiki efektywnej. Metoda zostata zastosowana do
tzw. trojpoziomowego modelu Lambda z przejéciami Ramanowskimi — uzyskano analityczne wyrazenia
na amplitudy przytozonych impulséw laserowych.

Praca [N2| wprowadza nowa rodzine miar dla wielkosci zwanej ,,statistical complexity” |71]. Wielkosé
ta ma za zadanie mierzy¢ jak daleko dany rozklad prawdopodobienistwa odbiega zaréwno od (uprzednio
zdefiniowanego) perfekcyjnego porzadku jak i zupelnego nieporzadku. Ponadto, pokazaliSmy na przykta-
dzie rodziny stanéw wtasnych atomu wodoru z liczbami kwantowymi zwiazanymi relacja l = m =n — 1,
ze hierarchia moze ulec zupelnemu odwréceniu w zaleznosci od skali dtugosci dla jakiej dokonuje sie
oceny. W pracy [N3| usystematyzowalismy aksjomatyke pojecia statistical complexity, wprowadzajac
na wzoér teorii kwantowego splatania, odpowiedni wymoég monotonicznosci. Pokazalidémy, ze podstawowe
miary typu Fishera-Shannona [72] i Cramera-Rao 73] sa monotoniczne wzgledem operacji splotu rozktadu
prawdopodobienistwa z wygtadzajacym jadrem gaussowskim.

Publikacja [N7] opisuje badania nad problemem obszaréw ufnosci dla tomografii kwantowej. Przy
uzasadnionym zalozeniu gaussowskosci dla otrzymywanych doswiadczalnie danych, obszary ufnosci sa
elipsoidami, ktore z reguly wykraczaja poza zbiér stanow fizycznych (brak wymogu nieujemnej okreslo-
nosci, poniewaz rekonstrukcja odbywa sie w przestrzeni macierzy hermitowskich). W pracy [N7| zostato
pokazane, iz problem znajdowania obszaréw ufnosci o minimalnej objetosci jest NP-trundy, jesli do algo-
rytmu doda sie warunek nieujemnej okreslonosci dla rekonstruowanej macierzy.

W pracy [N6] wyprowadzone zostaly wygodne doswiadczalnie kryteria splatania dla uktadow ztozo-
nych z wielu poduktadéw. Metoda opiera sie na badaniu usrednionych po grupie unitarnej kryteriow [74]
wykorzystujacych mierzalne sktadowe macierzy gestosci. Cytowana w podrozdziale 4.5, gtéwnie doswiad-
czalna praca [N8| zawiera opis nowatorskiej metody dyskretyzacji zmiennych ciagtych w optyce kwantowej,
przy uzyciu okresowych masek SLM??. W czesel teoretycznej praca sporo czerpie z [H3|, a w najnowszej,
nieopublikowanej na serwerze arXiv wersji, takze z [H5|. Praca wciaz jest ulepszana.

W kolejnym podrozdziale zamieszczam liste moich prac opublikowanych przed uzyskaniem przeze mnie
stopnia naukowego doktora. Prace [D2], [D4] i [D5], byly juz wspominane w niniejszym Autoreferacie.
Praca [D7] zawiera cze$¢ teoriopolowych wynikéw uzyskanych w doktoracie podczas gdy publikacja [D9]
opisuje projekt magisterski. Pozycja [D11] jest rozdzialem o charakterze przegladowym otwierajacym
ksiazke [71]. Majac na uwadze zwarto$¢ Autoreferatu pomine opis pozostatych prac z listy ,,D”.

5.3 Lista publikacji opublikowanych przed uzyskaniem stopnia doktora

Publikacje w czasopismach naukowych:

[D1] E. Rudnicki, P. S. Moreno, J. S. Dehesa, The Shannon—entropy—based uncertainty relation for
D-dimensional central potentials, J. Phys. A: Math. Theor. 45, 225303 (2012).

[D2] L. Rudnicki, S. P. Walborn, F. Toscano, Optimal uncertainty relations for extremely coarse-grained
measurements, Phys. Rev. A 85, 042115 (2012).

[D3] L. Rudnicki, Heisenberg position-momentum uncertainty relation beyond central potentials, Phys.
Rev. A 85, 022012 (2012).

298patial light modulator.
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[D4]

(D3]

[De]

[D7]

(D8]

[D9]

L. Rudnicki, S. P. Walborn, F. Toscano, Heisenberg Uncertainty Relation for Coarse—grained Obse-
rvables, Europhys. Lett. 97, 38003 (2012).

L. Rudnicki, P. Horodecki, K. Zyczkowski, Collective Uncertainty Entanglement Test, Phys. Rev.
Lett. 107, 150502 (2011).

L. Rudnicki, Shannon entropy as a measure of uncertainty in positions and momenta, J. Russ. Laser
Res. 32, 393 (2011).

I. Bialynicki-Birula, ¥.. Rudnicki, Time evolution of the QED wvacuum in a uniform electric Field:
Complete analytic solution by spinorial decomposition, Phys. Rev. D 83, 065020 (2011).

I. Bialynicki-Birula, L. Rudnicki, Comment on “Uncertainty relations in terms of the Tsallis en-
tropy”, Phys. Rev. A 81, 026101 (2010).

L. Rudnicki, I. Bialynicki-Birula, Dynamical Casimir effect in uniformly accelerated media, Optics
Communications 283, 644 (2010).

Rozdzialy w monografiach:

[D10]

[D11]

L. Rudnicki, Uncertainty related to position and momentum localization of a quantum state in:
“Proceedings of New Perspectives in Quantum Statistics and Correlations”, M. Hiller, F. de Melo,
P. Pickl, T. Wellens, S. Wimberger (Eds.), Universitatsverlag Winter, p. 49 (2012).

1. Bialynicki-Birula, .. Rudnicki, Entropic uncertainty relations in quantum physics in: " Statistical
Complexity: Applications in Electronic Structure", K. D. Sen (ed.), Springer, p. 1-34 (2011).

Literatura ~ - /YL/ e <l _

(1]

2l
(3l
[4
(5]
[6]

(7

(8]
[l
(10]
(11]

(12]

W. Heisenberg, Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematik und Mechanik, Z. Phys. 43, 172
(1927).

E. Kennard, Zur Quantenmechanik einfacher Bewegungstypen, Z. Phys. 44, 326 (1927).

H. Robertson, The Uncertainty Principle, Phys. Rev. 34, 163 (1929).

P. Busch, T. Heinonen, and P. Lahti, Heisenberg’s uncertainty principle, Physics Reports 452, 155 (2007).

R. Simon, Peres-Horodecki Separability Criterion for Continuous Variable Systems, Phys. Rev. Lett. 84, 2726 (2000).

M. Hall and M. Reginatto, Schridinger equation from an exact uncertainty principle, J. Phys. A: Math. Gen. 35, 3289
(2002).

I. Bialynicki-Birula and J. Mycielski, Uncertainty relations for information entropy in wave mechanics, Commun.
Math. Phys. 44, 129 (1975).

D. Deutsch, Uncertainty in quantum measurements, Phys. Rev. Lett. 50, 631 (1983).
H. Maassen and J. B. M. Uffink, Generalized entropic uncertainty relations, Phys. Rev. Lett. 60, 1103 (1988).
S. Wehner and A. Winter, Entropic uncertainty relations—a survey, New J. Phys. 12, 025009 (2010).

P. J. Coles, M. Berta, M. Tomamichel, and S, Wehner, Entropic Uncertainty Relations and their Applications,
arXiv:1511.04857

C. K. Hong, Z. Y. Ou, and L. Mandel, Measurement of subpicosecond time intervals between two photons by interference,
Phys. Rev. Lett. 59, 2044 (1987).

22



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

20]

[21]

[22]

23]

24]
25]
[26]

27]

[28]

29]

(30]

(31]

32]
33]
34]

[35]

(36]

G. Vidal and R. F. Werner, Computable measure of entanglement, Phys. Rev. A 65, 032314 (2002).

C. H. Bennett, D. P. DiVincenzo, J. A. Smolin, and W. K. Wootters, Mixed-state entanglement and quantum error
correction, Phys. Rev. A 54, 3824 (1996).

P. Badziag, M. Horodecki, P. Horodecki, and R. Horodecki, Local environment can enhance fidelity of quantum tele-
portation, Phys. Rev. A 62, 012311 (2000).

D. C. Brody and L. P. Hughston, Geometric quantum mechanics, J. Geom. Phys. 38, 19 (2001).

T.-C. Wei and P. M. Goldbart, Geometric measure of entanglement and applications to bipartite and multipartite
quantum states, Phys. Rev. A 68, 042307 (2003).

K. Lemr, K. Bartkiewicz, and A. Cernoch, Ezxperimental measurement of collective nonlinear entanglement witness for
two qubits, Phys. Rev. A 94, 052334 (2016).

A. Gilchrist, N. K. Langford, and M. A. Nielsen, Distance measures to compare real and ideal quantum processes, Phys.
Rev. A 71, 062310 (2005).

G. M. Bosyk, T. M. Osan, P. W. Lamberti, and M. Portesi, Geometric formulation of the uncertainty principle, Phys.
Rev. A 89, 034101 (2014).

G. Sarbicki, Spectral properties of entanglement witnesses and separable states, J. Phys.: Conf. Ser. 104, 012009 (2008).

P. Badziag, C. Brukner, W. Laskowski, T. Paterek, and M. Zukowski, Ezperimentally Friendly Geometrical Criteria
for Entanglement, Phys. Rev. Lett. 100, 140403 (2008).

I. Bialynicki-Birula, Formulation of the uncertainty relations in terms of the Rényi entropies, Phys. Rev. A 74, 052101
(2006).

I. Bialynicki-Birula, Entropic uncertainty relations, Phys. Lett. 103A, 253 (1984).
M. H. Partovi, Entropic Formulation of Uncertainty for Quantum Measurements, Phys. Rev. Lett. 50, 1883 (1983).
I. Bialynicki-Birula and Z. Bialynicka-Birula, Why photons cannot be sharply localized, Phys. Rev. A 79, 032112 (2009).

S. Mancini, V. Giovannetti, D. Vitali, and P. Tombesi, Entangling Macroscopic Oscillators Ezploiting Radiation Pres-
sure, Phys. Rev. Lett. 88, 120401 (2002).

S. P. Walborn, B. G. Taketani, A. Salles, F. Toscano, and R. L. de Matos Filho, Entropic Entanglement Criteria for
Continuous Variables, Phys. Rev. Lett. 103, 160505 (2009).

L.-M. Duan, G. Giedke, J. I. Cirac, and P. Zoller, Inseparability Criterion for Continuous Variable Systems, Phys.
Rev. Lett. 84, 2722 (2000).

A. Saboia, F. Toscano, and S. P. Walborn, Family of continuous-variable entanglement criteria using general entropy
functions, Phys. Rev. A 83, 032307 (2011).

E. Shchukin and W. Vogel, Inseparability Criteria for Continuous Bipartite Quantum States, Phys. Rev. Lett. 95,
230502 (2005).

J. Peise, et al., Satisfying the Finstein-Podolsky-Rosen criterion with massive particles, Nat. Comm. 6, 8984 (2015).
C. Klempt, personal communication (2016).
S. Weigert and M. Wilkinson, Mutually unbiased bases for continuous variables, Phys. Rev. A 78, 020303 (2008).

P. Coles and M. Piani, Improved entropic uncertainty relations and information exclusion relations, Phys. Rev. A 89,
022112 (2014).

J. I. de Vicente and J. Sédnchez-Ruiz, Improved bounds on entropic uncertainty relations, Phys. Rev. A 77, 042110
(2008).

23



[37]
[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]
[51]
[52]
[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

M. H. Partovi, Majorization formulation of uncertainty in quantum mechanics, Phys. Rev. A 84, 052117 (2011).
S. Friedland, V. Gheorghiu, and G. Gour, Universal Uncertainty Relations, Phys. Rev. Lett. 111, 230401 (2013).

K. Korzekwa, M. Lostaglio, D. Jennings, and T. Rudolph, Quantum and classical entropic uncertainty relations, Phys.
Rev. A 89, 042122 (2014).

G. M. Bosyk, S. Zozor, M. Portesi, T. M. Osan, and P. W. Lamberti, Geometric approach to extend Landau-Pollak
uncertainty relations for positive operator-valued measures, Phys. Rev. A 90, 052114 (2014).

S. Zozor, G. M. Bosyk, and M. Portesi, General entropy-like uncertainty relations in finite dimensions, J. Phys. A:Math.
Theor. 47, 495302 (2014).

J. Kaniewski, M. Tomamichel, and S.Wehner, Entropic uncertainty from effective anticommutators, Phys. Rev. A 90,
012332 (2014).

F. Buscemi, M. J. W. Hall, M. Ozawa, and M. M. Wilde, Noise and Disturbance in Quantum Measurements: An
Information- Theoretic Approach, Phys. Rev. Lett. 112, 050401 (2014).

F. Brandao, M. Horodecki, N. Ng, J. Oppenheim, and S. Wehner, The second laws of quantum thermodynamics, PNAS
112, 3275 (2015).

J. Schneeloch, P. B. Dixon, G. A. Howland, C. J. Broadbent, and J. C. Howell, Violation of continuous-variable
FEinstein-Podolsky-Rosen steering with discrete measurements, Phys. Rev. Lett. 110, 130407 (2013).

J. Schneeloch, C. J. Broadbent, and J. C. Howell, Improving Einstein—Podolsky—Rosen steering inequalities with state
information, Phys. Lett. A 378, 766 (2014).

R. S. Aspden, D. S. Tasca, R. W. Boyd, and M. J. Padgett, EPR-based ghost imaging using a single-photon-sensitive,
New J. Phys. 15, 073032 (2013).

G. A. Howland and J. C. Howell, Efficient High-Dimensional Entanglement Imaging with a Compressive-Sensing
Double-Pizel Camera, Phys. Rev. X 3, 011013 (2013).

A. Ashtekar and A. Corichi, Gauss linking number and the electromagnetic uncertainty principle, Phys. Rev. D 56,
2073 (1997).

C. Rovelli and F. Vidotto, Covariant Loop Quantum Gravity (Cambridge University Press, Cambridge, UK, 2015).
A. Ashtekar, New Variables for Classical and Quantum Gravity, Phys. Rev. Lett. 57, 2244 (1986).

C. Fleischhack, Representations of the Weyl Algebra in Quantum Geometry, Commun. Math. Phys. 285, 67 (2009).
A. Ashtekar and P. Singh, Loop quantum cosmology: a status report, Class. Quantum Grav. 28, 213001 (2011).

M. Hall and M. Reginatto, Quantization of Classical Ensembles via an Ezxact Uncertainty Principle in Ensembles on
Configuration Space, (Springer International Publishing), pp 85-113 (2016).

D. Amati, M. Ciafaloni, and G. Veneziano, Can spacetime be probed below the string size?, Phys. Lett. B 216, 41
(1989).

M. Maggiore, Quantum groups, gravity, and the generalized uncertainty principle, Phys. Rev. D 49, 5182 (1994).

A. Kempf, G. Mangano, and R. B. Mann, Hilbert space representation of the minimal length uncertainty relation, Phys.
Rev. D 52, 1108 (1995).

S. Capozziello, G. Lambiase, and G. Scarpetta, Generalized uncertainty principle from quantum geometry, Int. J.
Theor. Phys. 39, 15 (2000).

G. Scarpetta, Relativistic kinematics with Caianiello’s mazximal proper acceleration, Lett. Nuovo Cimento B 41, 51
(1984).

24



[60]
[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]
[67]
[68]

[69]

[70]

[71]

(72]

(73]

[74]

A.D. K. Plato, C. N. Hughes, and M. S. Kim, Gravitational effects in quantum mechanics, Contemp. Phys. 1-9 (2016).
R. Gambini and J. Pullin, Nonstandard optics from quantum space-time, Phys. Rev. D 59, 124021 (1999).

G. Grossing, From classical hamiltonian flow to quantum theory: derivation of the Schrédinger equation, Found. Phys.
Lett. 17, 343 (2004).

J. Sanchez, Entropic uncertainty and certainty relations for complementary observables, Phys. Lett. A 173, 233 (1993).

J. Sanchez—Ruiz, Improved bounds in the entropic uncertainty and certainty relations for complementary observables,
Phys. Lett. A 201, 125 (1993).

K. Korzekwa, D. Jennings, and T. Rudolph, Operational constraints on state-dependent formulations of quantum
errordisturbance, trade-off relations, Phys. Rev.A 89, 052108 (2014).

T. Baumgratz, M. Cramer, and M. B. Plenio, Quantifying Coherence, Phys. Rev. Lett. 113, 140401 (2014).
J. Aberg, Catalytic Coherence, Phys. Rev. Lett. 113, 150402 (2014).
M. Idel and M.Wolf, Sinkhorn normal form for unitary matrices, Lin. Alg. Appl. 471, 76 (2015).

S. Wu, S. Yu, and K. Mglmer, Entropic uncertainty relation for mutually unbiased bases, Phys. Rev. A 79, 022104
(2009).

Y. Tanimura and R. Kubo, Time Evolution of a Quantum System in Contact with a Nearly Gaussian-Markoffian Noise
Bath, J. Phys. Soc. Jpn. 58, 101 (1989).

Statistical Complexity: Applications in Electronic Structure, K. D. Sen (ed.), Springer (2011).

C. Vignat and J.-F. Bercher, Analysis of signals in the Fisher—Shannon information plane, Phys. Lett. A 312, 27
(2003).

A. Dembo, T. M. Cover, and J. A. Thomas, Information theoretic inequalities, IEEE Trans. Inf. Theory 37, 1501
(1991) .

M. Huber, F. Mintert, A. Gabriel, and B. C. Hiesmayr, Detection of high-dimensional genuine multi-partite entangle-
ment of mized states, Phys. Rev. Lett. 104, 210501 (2010).

25



