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4.3 Omoéwienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i
osiagnietych wynikéw wraz z oméwieniem ich ewentualnego wy-

korzystania,
4.3.1 Wstep

Zaadoptowanie do matematycznego opisu Natury pojecia zakrzywionych przestrzeni okazato
sie niezwykle owocne, ksztaltujac przez ostatnie stulecie dynamiczny rozwoj fizyki teore-
tycznej. Przelomowym momentem byto wprowadzenie przez Einsteina pojecia zakrzywionej
czasoprzestrzeni, jako opisu oddzialtywan grawitacyjnych. Na tej podstawie, zrodzita sie
Ogolna Teoria Wzglednosci (OTW), ktora jest obowiazujaca dzisiaj teoria opisujaca oddzia-
lywania grawitacyjne. Jej empiryczng zgodnosé potwierdzono od skal okotoziemskich [1],
poprzez skale uktadu Stonecznego [2], skale galaktyczne [3], skale gromad galaktyk [4], az po
skale kosmologiczne [5]. Ogromnym osiggnieciem okazalo sie zaobserwowanie w ostatnich la-
tach, jednego z najmniej uchwytnych przewidywan OTW - fal grawitacyjnych [6]. Jak dotad,
nie zanotowano odstepstw od przewidywan teorii wzglednosci. Oczywiscie, obserwowane sa
pewne zjawiska ktore moga by¢ wynikiem modyfikacji OTW, takie jak obecnos¢ ciemnej
energii lub ciemnej energii, jednakze obecne dane obserwacyjne nie wskazuja jednoznacznie
na koniecznos¢ wprowadzenia uogélnienia OTW, w celu ich wyja$nienia.

Jedna z waznych konsekwencji zakrzywienia czasoprzestrzeni jest to, iz objeto$¢ prze-
strzeni moze by¢ skoniczona. W szczegdlnosci, odpowiada temu, rozwazany w kosmologii,
model Friedmana-Robertsona-Walkera (FRW) z dodatnig krzywizna przestrzenna. W przy-
padku tym, cze$¢ przestrzenna wszech§wiata opisywana jest przez 3-sfere S?, ktorej objetosé
wynosi V = 27%a3, gdzie a to tak zwany czynnik skali. Chociaz dostepne obserwacje kosmo-
logiczne nie sa w stanie rozstrzygna tego czy troj-objetos¢ Wszechswiata jest skoniczona czy
nie, rozwazanie zwartych przestrzeni jest zasadne zarowno z przestanek natury fizycznej jaki
i filozoficznej. Zatozenie skoriczonosci ma wymiar czysto praktyczny, upraszczajac rozwaza-
nia teoretyczne i ich interpretacje. Ponadto, do hipotezy ograniczonej przestrzeni sktania
nas intuicja opierajaca sie na do$wiadczeniu empirycznym, ktora wskazuje na skonczonosé
wartosci wielkosci fizycznych, za$ pojecie nieskonczonosci uwazaé zas nalezy jedynie za wy-
nik matematycznej idealizacji danego aspektu rzeczywistosci. Max Born i Leopold Infeld
nazwali to Zasadg Skoriczonosci [7].

Nawet jednak gdy zatozymy, ze przestrzen jest skoiniczona, Ogolna Teoria Wzglednosci
wcigz dopuszcza nieskoriczonodci innego typu. Na przyklad, tempo zmiany czynnika skali
moze dazy¢ do nieskoniczonodci lub tez objetosé przestrzenna, chociazby obecnie byta skori-
czona, moze osiagnaé¢ w przysztosci warto$é nieskonczona. Zachowania takie znéw mozemy
postrzegaé¢ jako niepozadane, gdyz musza sie one wigza¢ ze zalamaniem opisu teoretycznego
na ktorym sie opieramy. Sa to przykltady tak zwanych osobliwosci, wystepujacych w OTW.
W sposob bezposredni wiaza sie one z faktem, iz warto$¢ pola grawitacyjnego dazy w takich
sytuacjach do nieskoniczonosci. To za$ jest mozliwe poniewaz Ogodlna Teoria Wzglednosci nie

narzuca ograniczen na wartosci jakie moze przyjmowaé pole grawitacyjne. Zmienne skalarne



opisujace pole grawitacyjne (skltadowe metryki, krzywizna, ...) moga by¢ rowne dowolnej
liczbie rzeczywistej z przedziatu od —oo do +oc.

Problem osobliwosci OTW jest znany od samego poczatki istnienia tej teorii i przez ostat-
nie 100 lat podejmowano niezliczone préby jego rozwiazania. Mozemy wyrdzni¢ dwa gtowne
kierunki: pierwszy to modyfikacje OTW jako klasycznej teorii grawitacji, natomiast drugi
to rozszerzenie ogodlnej teorii wzglednosci do tak zwanej kwantowej teorii grawitacyi. Ten
drugi przypadek zwigzany jest z pogodzeniem teorii oddziatywan grawitacyjnych z zasadami
mechaniki kwantowej. Na rysunku 1, pochodzacym z pracy [H2]|, przedstawiono gléwne
podejscia reprezentujace oba z powyzszych kierunkéw.

Nowym kierunkiem, stawiajacym sobie za cel, miedzy innymi, rozwigzanie problemu
osobliwosci klasycznej teorii grawitacji jest Teoria Nieliniowych Przestrzeni Pol (ang. Non-
linear Field Space Theory - NFST) zaproponowana w pracy [H6] i rozwijana w publika-
cjach [H1,H4,H5]. Glowna charakterystyka tego podejscia jest uogélnienie rozwazanych w
fizyce teoretycznej afinicznych przestrzen: fazowych pél do przypadku przestrzeni nielinio-
wych. Szczegélnym przypadkiem takich przestrzeni sa zas przestrzenie zwarte. Zwartosé
przestrzeni p6l wprowadza ograniczenie na mozliwe warto$ci pol, co w sposéb wrecz auto-
matyczny zabezpiecza przed rozbiezno$ciami teorii, takimi jak osobliwosci OTW. Ponadto,
okazuje sie, ze juz nawet czesciowe uzwarcenie przestrzeni fazowej pozwala rozwiazac¢ problem
kosmologicznej osobliwosci OTW. Sytuacje taka spotykamy w petlowej kosmologii kwanto-
wej (ang. Loop Quantum Cosmology - LQC) [8, 9], opierajacej sie na metodach kwantowania
grawitacyjnych stopni swobody rozwinietych w ramach petlowej grawitacji kwantowej (ang.
Loop Quantum Gravity - LQG) [10]. W przypadku LQC, periodyfikacja przestrzeni fazo-
wej w jednej ze zmiennych kanonicznych, prowadzi do nieosobliwej ewolucji kosmologiczne;j.
Nieliniowo$¢ (w sensie globalnych wtasnosdci) przestrzeni fazowej LQC prowadzi ponadto do
szeregu innych przewidywan, takich jak deformacje symetrii czasoprzestrzennych. Zagadnie-
nia te byly przedmiotem badan dyskutowanych w artykutach [H3,H7,H8,H9,H10].

Jak juz wcze$niej wspomniano, myslenie w kategoriach przestrzeni zakrzywionych ode-
grato ogromna role w calej wspotczesnej fizyce, nie tylko w kontekscie grawitacji. Zakrzywie-
nie to dotyczy zazwyczaj przestrzeni konfiguracyjnej danego uktadu badz geometrii grupy
(w sensie teorii grup) charakteryzujacej konkretne oddzialywanie fizyczne. Dla przyktadu,
przestrzen konfiguracyjna C swobodnej czastki materialnej bez wewnetrznych stopni swo-
body stanowi trojwymiarowa (plaska) przestrzen euklidesowa R?, tworzona przez wszystkie
jej mozliwe potozenia. Jednakze, pelna informacje o stanie czastki daje nam dopiero punkt
w przestrzent fazowej T', ktora sktada sie nie tylko z przestrzeni konfiguracyjnej, ale i prze-
strzeni kanonicznie sprzezonych pedéw. 7Z geometrycznego punktu widzenia, przestrzen fa-
zowa jest zazwyczaj tzw. wiazka kostyczna do przestrzeni konfiguracyjnej, I' = 7%(C). Ozna-
cza to w szczegolnosci, ze nawet jesli przestrzen konfiguracyjna to przestrzen zakrzywiona,
to odpowiadajaca jej przestrzen pedow pozostaje nieograniczong przestrzenia euklidesowa

1. Istnieja jednak réwniez inne mozliwosci, czego przyklad stanowi (zwarta) przestrzen fa-

"Wezmy na przyktad ¢ € C = S!, dla ktorej I' = T*(S!) = St x R > (g, p).
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Rysunek 1: Taksonaomia gtéwnych podejsé do kwantowej grawitacji i klasycznych modyfi-

kacji ogolnej teorii wzglednosci [H2].

zowa, o topologii sfery I' = S%, wystepujaca jako opis przestrzeni fazowej momentu pedu lub

spinu. Przypadek ten, jak réwniez przestrzen fazowa bedaca wiazka kostyczna, wpisuja sie w



ogoblng definicje przestrzeni fazowej jako rozmaitosci symplektycznej, co zostanie doktadniej
przedyskutowane w rozdziale 4.3.2.

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze przestrzen symplektycza wyjsciowo nie jest wyposa-
zona w metryke ktora umozliwitaby wprowadzenie pojecia krzywizny badz katow (waznych z
punktu widzenia nieliniowosci) na przestrzeni fazowej. Jednakze, kazda przestrzen symplek-
tyczna, czyli rozmaitosé I' ze stowarzyszong forma symplektyczng w, mozna zawsze wypo-
sazy¢ w strukture zespolona, ktora jest mapa I : T(T') — T'(I'), spetniajaca relacje 12 = —1,
gdzie T'(I') jest wiazka styczna do rozmaitosci I'. Wykorzystujac I, mozemy skonstruowaé
mape ¢(.,.) == w(,I(.)) : T(') x T(I') — R ktora jest metryka Riemanna. Rozwazane tu
trzy struktury (I',w, I) tworza tak zwany tzw. compatible triple [11]. Dysponowanie me-
tryka g pozwala na wyciaganie konkluzji zaréwno dotyczacych nieliniowosci jak i krzywizny
przestrzeni fazowej. Przyktad wyliczenia metryki dla sferycznej przestrzeni fazowej, wycho-
dzac z formy symplektycznej w oraz struktury zespolonej I, mozna znalez¢ w zataczniku do
artykutu [H6|.

Prawdopodobnie za pierwsza sugestie, z ktorej mozna wydedukowaé¢ mozliwe znaczenie
zakrzywionych przestrzeni fazowych dla teorii grawitacji, mozna uwaza¢ rozwazania opubli-
kowane jeszcze w 1938-tym roku przez Maxa Borna [12]. W swojej pracy, proponuje on
tak zwana zasade wzajemnosci (ang. Born reciprocity) ktora wyraza symetrie pomiedzy
zmiennymi przestrzennymi a pedowymi. Moéwigc precyzyjniej, jest to symetria dla ktorej
transformacja ¢ — p oraz p — —¢ (dla odpowiednio znormalizowanych zmiennych) pozo-
stawia wielodci fizyczne, takie jak energia, w niezmienionej postaci. W pracach dotyczacych
tej tematyki, Born zwraca uwage na mozliwe znaczenie powyzszej symetrii w kontekscie po-
wiazania teorii wzglednosci z zasadami mechaniki kwantowej [13]. Wprowadza on réwniez,
miedzy innymi, metryke na przestrzeni pedéw. Wymaga podkreslenia jednak, ze chociaz
zasada wzajemnodci jest koncepcja atrakcyjng na poziomie teoretycznych rozwazan, nie jest
ona zgodna z symetrig lorentzowska. Dlatego tez, oryginalne koncepcje Borna nie znala-
zty szerokiego odzwierciedlenia w XX-to wiecznej fizyce. Z dzisiejszej perspektywy, opartej
o podjete w ostatnich dziesi¢cioleciach proby uchwycenia kwantowej natury oddziatywan
grawitacyjnych, tamanie czy tez deformacja symetrii lorentzowskiej staje sie praktycznie ty-
powym przyktadem oczekiwanych efektow kwantowograwitacyjnych. Jak przedyskutujemy
w rozdziatach 4.3.5 oraz 4.3.6, przyktadu deformacji symetrii czasoprzestrzennych dostarcza
przypadek cylindrycznej przestrzeni fazowej w LQC.

Kolejnym przyktadem jest podejécie do kwantowej grawitacji zwane wzgledng lokalnoscig
(Relative locality) [14]. W obecnym ksztalcie, Relative locality formutowana jest gtownie dla
przestrzeni fazowych czastek, nie zas po6l. Opis czastkowy wzbudzeni pola jest, jak wiadomo,
mozliwy tylko w okreslonym rezimie. Podejscie to wymaga wiec dalszego uogoélnienia, w
szczegolnosci do opisu pol materii oraz oddzialywan, wliczajac teorie oddzialywan grawita-
cyjnych ze zwarta przestrzenia fazowa. Jednym z wyzwan programu badawczego NFST) jest
rozszerzenie podejscia Relative locality do przypadku teorii pol. Kwestie te dyskutujemy w
podrozdziale 4.3.3, na przyktadzie teorii pola skalanego.

Pole skalarne jest najprostszym typem pola, ktorego stan w dowolnym punkcie przestrzeni



opisywany jest przez dwie wielkosci: warto$é pola ¢ i jego (kanonicznie sprezonego) pedu
m,. W standardowej teorii pola, dla kazdego punktu wartosci te nalezg do dwuwymiarowej
przestrzeni fazowej R x R, a wiec moga by¢ dowolnie duze. W konsekwencji, gesto$é energii
pola moze osigga¢ wartos¢ wieksza niz skala energii Plancka, gdzie wiodaca role powinny od-
grywaé efekty grawitacji kwantowej. Wydaje sie wiec mie¢ sens przypuszczenie, ze sytuacja
taka wynika z przyblizonego charakteru dotychczasowych teorii i w rzeczywistosci warto-
sci wspomnianych wielkosci fizycznych podlegaja pewnym ograniczeniom. W szczegdlnosei,
mozna oczekiwaé gornej granicy gestosci energii pola grawitacyjnego na poziomie gestosci
Plancka. Poniewaz osiaggniecia gestosci poréwnywalnych z gestoscia Plancka spodziewamy
sie w bardzo wczesnej fazie ewolucji Wszechswiata, wtasciwym miejscem do rozwazania moz-
liwych konsekwencji ograniczania wartosci p6l w skali Plancka jest kosmologia. Zagadnienie

to jest dyskutowane w rozdziale 4.3.7.

4.3.2 Zwarte przestrzenie fazowe

W celu zobrazowania kluczowych koncepcji zwiazanych z nieliniowymi przestrzeniami fazo-
wymi przeanalizujmy przypadek zwartej dwuwymiarowej przestrzeni fazowej. Skoncentru-
jemy nasza uwage na przykladzie dwuwymiarowej sfery S?, co bedzie mialo znaczenie dla
dalszej dyskusji. Zwiazane jest to mianowicie z faktem, iz sferyczna przestrzen fazowa jest
przestrzenia fazowa momentu pedu i spinu. Przeprowadzona tu dyskusja bedzie opierata sie,
w glownym stopniu, na wynikach pracy [H4].

Poniewaz przestrzen fazowa jest ogblnie rozmaitosciq symplektyczng, stowarzyszona musi
zostaé z zamknietg forma symplektycza w. Zamknietos¢ formy symplektycznej gwarantuje
spelnienie tozsamosci Jacobiego, co ma znaczenie dla wlasnosci tacznosci. Naturalnym wy-
borem takiej formy dla sfery jest 2-forma powierzchni. Wykorzystujac uktad wspotrzednych
sferycznych, mozemy rozwazana przestrzen fazowa sparametryzowaé poprzez katy (¢, 0), tak,
ze 2-forma powierzchni moze zosta¢ wyrazona jako w = Ssinfd¢ A df. Stala S zostalta tu
wprowadzona ze wzgledéw wymiarowych, tak by wymiar formy symplektycznej pokrywal
sie z wymiarem powierzchni na dwuwymiarowej przestrzeni fazowej, czyli z wymiarem mo-
mentu pedu. Warto zaznaczy¢, ze z wylaczeniem biegunow sfery (6 = 0,7), rozwazana
forma symplektyczna w jest odwracalna, co pozwala wprowadzi¢ tak zwany tensor Poissona
Pii = (w™')¥. Wykorzystujac tensor Poissona mozliwe jest zdefiniowanie nawiasu Poissona
{f.9} = PY(8:f)(9;9) i w konsekwencji rownania Hamiltona £ f = {f, H} dla dowolne;
funkcji f zdefiniowanej na przestrzeni fazowej.

Kluczowe dla zrozumienia prezentowanych dalej wynikoéw jest rozwazanie nastepujacej

parametryzacji zmiennych katowych na sferze:

q

Qb = R_le(_ﬂ-vﬂ-]v (1)
T p

0 = E—EE[O,W], (2)

gdzie ¢ i p sa nowymi zmiennymi. Natomiast, state R; i Ry zostaly wprowadzone z przyczyn

wymiarowych, tak aby ilorazy Ril oraz R% pozostaly bezwymiarowe. Przechodzac do nowych
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zmiennych, forma symplektyczna w przyjmuje postac:
w = cos(p/Re)dp A dgq, (3)

gdzie ustalilismy R;Rs; = S. Spelienie tej rownosci gwarantuje nam, ze w granicy S — oo,
odzyskiwany jest (dla zmiennych p i q) przypadek przestrzeni fazowej R? z forma symplek-
tyczna w postaci Darboux: w = dp A dq, a wiec przypadek z plasks przestrzenia fazowa
I =R2

Wykorzystujac forme symplektycza (3) otrzymujemy nawias Poissona w nastepujacej

postaci:
1 of 0g Of dg
{fo}=—FF1~ (————— : (4)
cos(p/Ry) \ 9qdp  Jp Jq
Roznica z przypadkiem I' = R? polega na obecnosci czynnika 1/ cos (P%). W konsekwencji,

nawias Poissona pomiedzy zmiennymi kanonicznymi przyjmuje posta¢ {¢q,p} = 1/ cos (R%).
Warto tu podkresli¢, ze zmienne ¢ oraz p sa dobrze zdefiniowane na sferze jedynie lokal-
nie.  Ich wartosci nie zmieniaja si¢ na sferze w sposob ciaglty. W szczegolnosci, ¢ €
(=7 Ry, mRy], tak ze w puncie ¢ = mR; nastepuje nieciaglos¢. O ile nie ma to znacze-
nia w przypadku, kiedy rozwazamy mate wartosci ¢ (w otoczeniu granicy liniowej), tak w
przypadku analizy globalnych wtasnosci sferycznej przestrzeni fazowej zasadne jest wprowa-
dzenie zmiennych, ktore zdefiniowane sa w sposéb globalny. Naturalnym wyborem takich
zmiennych jest parametryzacja sfery w kartezjariskim ukltadzie wspotrzednych. Dowolny

punkt na sferze moze by¢ wiec wskazywany przez wektor S = (Sz, Sy, S2) o skladowych:

p q p2 (]2
= 1 —_— _ _ = _——_— — —— 4
S, S'sin 6 cos ¢ = S cos <R2) cos <R1) S <1 T + O( )) , (5)

Sy, = Ssinfsing = S cos (}%) sin <Ril) =95 (Ril + (9(3)) , (6)
S, = Scosf = Ssin (}%) =S (% + 0(3)) , (7)

tak, ze spelnione jest rownanie sfery S? + Sg + 5?2 = S? = const. Wykorzystujac nawias

Poissona (4) mozna pokazac, ze sktadowe (5)-(7) spelniaja algebre:
{8z, Sy} =85, {5:,8:}=5,, {55} =5 (8)

Jest to tak zwana algebra s0(3) (lub réwnowaznie su(2)). Oznacza to, ze sktadowe wektora
S sg generatorami obrotéw, co jest konsekwencja symetrii sferycznej przestrzeni fazowej.
Zgodnie wiec z definicja, wektor S , ktorego sktadowe speliaja powyzsza algebre, nazywamy
momentem pedu (lub spinem). Fakt, iz sferyczna przestrzen fazowa jest przestrzenia fazowa
momentu pedu ma daleko idgce konsekwencje. W szczegdlnosci, obserwacja, ze sferyczna
przestrzen fazowa (momentu pedu lub spinu) moze by¢ lokalnie opisywana przez plaska
przestrzen fazowa z jednym stopniem swobody stata sie podstawa do wprowadzenia przeze
mnie w 2017-tym roku relacji o roboczej nazwie Korespondencji Spin-Pole (ang. Spin-Field

Correspondence) [H4]. Korespondencja ta wiaze, w granicy duzego spinu (S — 00), znane
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teorie pola, cechujace sie plaskimi (afinicznymi) przestrzeniami fazowymi z uktadami spi-
nowymi. W pracy [H4| przedyskutowano te korespondencje na przypadku modelu XXX
Heisenberga, pokazujac relacje z nierelatywistyczna teoria pola skalarnego. Natomiast w
pracy [H1], wykazano, ze relatywistyczne pole skalarne Kleina-Gordona mozna otrzymac z
tancucha spinowego XX Heisenberga (model XXZ Heisenberga w granicy A — 0 parametru
anizotropii). Wyniki te zostana szczegotowo przedyskutowane w nastepnym rozdziale.
Postuzylismy sie powyzej okresleniem spin, ktére zarezerwowane jest do okreslenia we-
wnetrznego momentu pedu czastek, bezpos$rednio zwiazanego z jego kwantowa natura i
wyrazajacego sie w utamkach (n/2, gdzie n = 0,1,2,3,...) zredukowanej stalej Plancka
h. Jednakze, jak dotad, nasze rozwazania byly skupione na analizie klasycznych przestrzeni
fazowych, dla ktorych wartosé momentu pedu S pozostawata nieokreslona. Dla kompletno-
Sci naszych rozwazan, zakonczymy wiec nasza dyskusje zarysem analizy przypadku kwan-
towego. Mianowicie, w ujeciu kwantowym, stan ukladu nie jest opisywany przez punkt
w przestrzeni fazowej lecz przez wektor w przestrzeni Hilberta (warto tu zaznaczy¢, ze w
sformutowaniu mechaniki kwantowej na przestrzeni fazowej, stan kwantowy uktadu mozna
zwiazaé z funkcja gestosci kwazi-prawdopodobienistwa (np. funkcja Wignera) okreslona na
przestrzeni fazowej). Wymiar przestrzeni Hilberta, czyli ilos¢ liniowo niezaleznych wektorow
bazowych, wiaze si¢ natomiast z powierzchnia przestrzeni fazowej. Mianowicie, zasada nie-
oznaczonosci Heisenberga moéwi nam, ze iloczyn nieoznaczonosci pomiaréw ¢ i p ograniczony
jest (dla przypadku plaskiej przestrzeni fazowej) w nastepujacy sposob:
Aghp> (9)
Nie mozemy doktadniej wyznaczyé¢ wiec klasycznego stanu stopnia swobody na ptasz-
czyznie fazowej niz jako powierzchni ~ h. Do opisu uktadu, ktorego przestrzen fazowa ma
powierzchnie A potrzebujemy wiec okoto A/h niezaleznych liniowo wektorow w przestrzeni
Hilberta. W przypadku ptaskiej przestrzeni fazowej, z uwagi na nieskonczonos¢ powierzchni,
przestrzen Hilberta musi wiec posiada¢ nieskonczony wymiar. Jednakze, dla przypadku

sfery T' = S%, objetosé (powierzchnia) przestrzeni fazowej jest réwna:
A:/w:47r5’<oo, (10)
Q

gdzie wykonano catkowanie po pelnym kacie brytowym 2. Wymiar przestrzeni Hilberta jest
wiec skoriczony i proporcjonalny do ~ S/h. Poniewaz wymiar przestrzeni Hilberta jest liczba
naturalna, dozwolone sg jedynie pewne wartosci S, bedace wielokrotnoscia stalej Plancka.
Sama zwartos¢ przestrzeni fazowej implikuje wiec kwantowanie momentu pedu (spinu). Po-
nadto, warto w tymi miejscu przywota¢ metode orbit Kirillova [15], ktéra mowi nam, ze jesli
przestrzen fazowa jest orbita grupy symetrii G, wzgledem ktoérych rozwazany uktad mecha-
niczny pozostaje niezmienniczy, to odpowiadajacy mu uktad kwantowy opisywany jest przez
nieredukowalne reprezentacje grupy G. W rozwazanym tu przypadku, grupa symetrii jest
G = SU(2), natomiast mozna pokaza¢, ze S* = SU(2)/U(1), co dowidzi tego, ze sfera S
jest orbita tej grupy. Stad, analizujac nieredukowalne reprezentacji grupy SU(2) (lub sto-

sujac np. tak zwane kwantowanie geometryczne sfery) otrzymujemy, ze wymiar przestrzeni
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wierzchnia przestrzeni fazowej wyraza sie jako 47S = 4rwhs. Jedli, na przyktad, rozwazymy

Hilberta dla spinu wyraza si¢ jako dimHg = 25 + 1, gdzie s = 0 .. Natomiast, po-
spin elektronu, dla ktérego s = 1/2, odpowiadajaca mu powierzchnia przestrzeni fazowej
bedzie réwna 27h.

Zwieckszajac warto$é liczby kwantowej spinu s wzrasta wiec warto$¢ powierzchni odpo-
wiadajacej mu przestrzeni fazowej. W przypadku algebry su(2) mozemy tak postepowac az
do nieskoniczono$ci. Nie istnieje gorne ograniczenie na wymiar nieredukowalnej reprezentacji
grupy SU(2) i w konsekwencji wartosci powierzchni przestrzeni fazowej. Pewne rozwazania
fizyczne, na przykltad w ramach kwantowej grawitacji |16, 17|, sugeruja jednak mozliwosé
ograniczenia mozliwych wartosci spinu s poprzez wprowadzenie tak zwanych q-deformacyi.
Istnienie nietrywialnej g-deformacji algebry wprowadza ograniczenie na maksymalna do-
puszczalng warto$¢ powierzchni przestrzeni fazowej. Przyktad wytaniania sie g-deformacji
w ramach rozwazarn nad nieliniowymi przestrzeniami fazowymi przytoczymy w nastepnym

rozdziale.

4.3.3 Teorie pola ze zwartymi przestrzeniami fazowymi

W poprzednim rozdziale, wprowadziliémy pojecie zwartej przestrzeni fazowej dla przypadku
pojedynczego stopnia swobody. Zazwyczaj jednak, uktady ktore rozwazamy w fizyce teo-
retycznej charakteryzuja sie duza, wrecz dazaca do nieskonczono$ci, liczbg stopni swobody.
Sa to pola. Wykorzystywane do opisu zaréwno czastek elementarnych jak i oddzialywan
podstawowych pola typowo cechuja sie afinicznoscia przestrzeni fazowych. 7 tego powodu,
warto$ci pol nie sa w zaden sposob ograniczone na poziomie kinematycznym. Dla przyktadu,
wartos¢ pola skalarnego ¢ moze zmieniaé¢ sie od —oo do +00. To samo dotyczy kanonicznie
sprzezonego do ¢ pedu 7,. Odstepstwo od tego stanowia przypadki teorii pél na sieci (zde-
finiowane na dyskretnej czasoprzestrzeni) [18], nieliniowe modele o [19, 20|, jak rowniez ich
supersymetryczne uogoblnienia [21], gdzie rozwazana jest geometria riemannowska multipletu
pol skalarnych. Z uwagi na zachowanie symetrii lorentzowkiej, nieafinicznosé przestrzeni pol
nie dotyczy w tych przypadkach pedéw kanonicznych.

Afiniczne przestrzenie fazowe pol wylaniaja sie w semiklasycznym opisie uktadéw kwanto-
wych, charakteryzowanych przez nieskoniczenie wymiarowe przestrzenie Hilberta. Jednakze,
mozemy spekulowaé, ze nieskonczony wymiar przestrzeni Hilberta wynika z przyblizonego
(wyidealizowanego) opisu uktadu. Zwartosé przestrzeni fazowych moze za$ odzwierciedlaé
skoriczong wymiarowos¢ przestrzeni Hilberta, podobnie jak to miato miejsce w dyskutowa-
nym wezesniej przypadku sferycznej przestrzeni fazowej I' = S2. W rozdziale tym, uogélnimy
te rozwazania do przypadku pola skalarnego. Na rysunku 2 przedstawiono schematycznie
przypadek pola skalarnego zdefiniowanego na rozmaitosci 32, cechujacego sie zwartoscia prze-
strzeni fazowej [I' w kazdym punkcie tej rozmaitosci.

Na poczatku 2016-tego roku, wraz z dr Tomaszem Trzesniewskim, zaproponowali$my
rozszerzenie standardowej teorii pola uwzgledniajace nieafiniczne, w szczegdlnosci zwarte,

przestrzenie fazowe pol. Konstrukcja ta zostata roboczo nazwana Nonlinear Field Space
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Rysunek 2: Graficzna reprezentacja zwartej przestrzeni fazowej pola skala dla dwoch punk-

tow na rozmaitosci przestrzennej ..

Theory (NFST) [H6], czyli teoria nieliniowych przestrzeni pol. Wprowadzenie jej byto mo-
tywowane m.in. proba uogoélnienia przywolanej we Wstepie zasady wzglednej lokalnosci do
obszaru teorii pola, jako nowej drogi do kwantowe]j grawitacji. Chociaz w ramach NFST roz-
waza sie nieafiniczne przestrzenie fazowe pol, a nie czastek, to wstepne wyniki pokazuja, ze
obserwowane w rezimie czastkowym wzbudzenia pola mozna opisa¢ w jezyku zakrzywionych
przestrzeni pedow czastek.

Szczegbdtowej analizie w ramach NFST poddano przypadek pola skalarnego ze sferyczna
przestrzenia fazowa dla kazdego punktu przestrzeni potozen oraz, alternatywnie, dla kazdego

modu fourierowskiego. Ponizej, przedyskutujemy niezaleznie te dwa przypadki.
a) Pole w przestrzeni fourierowskiej

W celu przejécia do reprezentacji fourierowskiej pola skalarnego ¢, dokonajmy nastepu-
jacego rozkltadu pola:

p(x,t) = —= )  dlt)e’™™, (11)

oraz analogicznie dla kanonicznie sprzezonego pedu 7(x,t), ktorego mody fourierowskie be-
dziemy oznaczaé jako 7 (t). Dla wygody, wprowadziliSmy tutaj ograniczenie objetosci prze-
strzeni do V. Pozwoli nam to dalej operowaé¢ deltami Kroneckera nie za$ deltami Diraca.
Nie bedzie to jednak wpltywaé na wnioski fizyczne, a jedynie nieco uprosci rozwazania.
Poniewaz pola ¢ i 7 sa rzeczywiste, ich sktadowe fourierowskie sg wielko$ciami zespolo-

nymi. Jednakze, dokonujac transformacji kanonicznej:

iz iz

iy s T
_ et +e TPy 5 et + ety

gpk \/§ k \/5

mozemy wprowadzi¢ rzeczywiste zmienne fourierowskie gy, mx € R, tak ze {¢k, T } = Sk x-

(12)

Operowanie na rzeczywistych modach fourierowskich pozwala uprosci¢ rozwazania, eliminu-
jac koniecznos¢ pracy z polami zespolonymi.

Wykorzystujac zmienne ¢y i 7y, standardowy Hamiltonian dla bezmasowego pola skalar-
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nego

3 72 1 ab
H,= | &’z — 4+ 200,000 | , (13)
v 2 2
przyjmuje posta¢ sumy po rzeczywistych oscylatorach harmonicznych:
1
H, =3 Ek (mic + K*0) (14)

gdzie k = vk - k. Przestrzeni fazowa kazdego z tych oscylatoréw jest plaszczyzng R2.
Analogicznie do rozwazan przeprowadzonych w rozdziale 4.3.2, dla kazdego modu fourie-
rowskiego mozemy dokona¢ kompaktyfikacji przestrzeni fazowej z R? do S?. Wprowadzajac

podobna do rozwazanej w rozdziale 4.3.2 parametryzacje sferycznej przestrzeni fazowej:

_ Pk T
(—m,7m 2 ¢ = = and [0,7] > 6 5

fme
S Y

gdzie parametr R zostal uzyty z przyczyn wymiarowych, otrzymujemy nastepujacy nawias

(15)

Poissona: "
T
{w, Mo} = sec (—l:q ) Ok ke - (16)

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze mody fourierowskie numerowane sa wartoscia liczby
falowej k. W ogolnosci wiec, powierzchnia przestrzeni fazowej 475 moze by¢ pewna funkcja
tego parametru. W ponizszych rozwazaniach przyjmiemy jednak (nie dysponujac zadnymi
przestankami odnosnie tego jaka taka zaleznos¢ mogtaby mie¢ postac), ze kompaktyfikacja
przestrzeni fazowej przebiega w ten sam sposob dla kazdego z modéw. W konsekwencji,
parametr S pozostanie niezalezny od k.

Kolejnym krokiem jest zdefiniowanie dynamiki. Spelnione w tym celu musza zosta¢ dwa
podstawowe warunki: (i) Hamiltonian powinien by¢ funkcja globalnie okreslong na prze-
strzeni fazowej, (ii) Hamiltonian musi redukowaé sie do przypadku (14) w granicy ptaskiej
przestrzeni fazowej (S — oo). Jak pokazano w [H6]|, umotywowanym fizycznym przy-
padkiem (momentu magnetycznego w stalym polu magnetycznym) spetniajacym powyzsze

warunki jest:

HS = Y Hy, gdze (17)
k

Tk k
Hy := —Skcos COS — 18
= —Sk+1(7r2+k2g02)—£<p27r2
5 Mk Kk 4G Pk
1

— m (Wﬁ + ]{34(,0;1{) + O(S_Q) s

gdzie warunek (ii) wymusit zwiazek R = /S/k.
Jak pokazano w [H6], Hamiltonian (18) jest (przynajmniej do rzedu S—') diagonalizo-
walny za pomocg operatoréw kreacji dL i anihilacji ax. Jednakze, z uwagi na zmodyfikowany

nawias Poissona i w konsekwencji, zmodyfikowang relacje komutacji pol, algebra operatorow
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kreacji i anihilacji podlega tak zwanej g-deformacji: dk&L — qdltdk =1 Na tej podstawie,

operatory pol mozemy wyrazi¢ jako:

: (acral) g (ac-a))
=N\ T kT TN T (19)
\/ 1+ 35 1+ 5%
oraz parametr g-deformacji:
1-— h
= 25 =1-5+0(5" 20
L 5 TOET), (20)

tak, ze w granicy afinicznej (S — oo) parametr deformacji dazy do q = 1.
Przestrzen Hilberta rozwazanego ukladu wyraza sie jako H = ), Hx, gdzie Hx =
span {|0k), [ 1), - - -, [maxk) }. Dzialanie operatorow aj. i éy na stany bazowe |ny) dane jest

w nastepujacy sposob:

) 1_qn+1 R 1_qn
Gy |n) = \/T|n+1> ax|n) = - In—1),

co pozwala wyprowadzié¢ g-zdeformowane wyrazenie na operator liczby obsadzen:

1—q"
l1—q

il e i) = 7). (21)

Na tej podstawie, przeprowadzona w [H6| analiza perturbacyjna diagonalizacji kwantowej
wersji Hamiltonianu (18) pozwala m.in. na wyciagniecie wnioskéw odnosnie dwupunktowe;j

funkcji korelacji. Mianowicie, korelator prozniowy dla pola ¢ przyjmuje postaé:

(0]p(x, t)p(y,t')|0) = Z|C”|2 ik (x—y)—iAEn (t—t')

:_Z/de k)ez (x—y)—iw(t— t’)

gdzie (dla danej liczby falowej) AE, = E{ — Ey’ oraz, oznaczajac p* = —w? + k%, otrzy-

mujemy propagator:

2iAE,|c,|?
D = 2. PP+ AEZ — k2 —ic

i1-5) +0(57?) (22)
—w? + k2 (1— %) +ie
1 i k% 42w 5
- i s TOET)

gdzie przyjelismy ¢ = 1 oraz A = 1. Jak mozemy zauwazy¢, nieliniowos¢ przestrzeni fazowej
prowadzi do modyfikacji struktury biegunéw propagatora. W konsekwencji, zmianie ulega
relacja dyspersji dla wzbudzen pola. Jednakze, poniewaz AFE,, pozostaje liniowe w funkcji k& w

kazdym rzedzie rozwiniecia w S~!, relacja dyspersji nie zmieni swojego liniowego charakteru.
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To co ulegnie zmianie to predkos¢ propagacji do “zrenormalizowanej” wartosci crep = 1 —
3L+ O(S7?). Sytuacja teka uleglaby zmianie jesli dopuscilibySmy istnienie nietrywialne;]
zalezno$ci pomiedzy S a k, ktéra wprowadzitaby zaleznosé¢ fizyki od skali energii.

Ponadto, propagator (22) moze zosta¢ wykorzystany do obliczenia potencjatu oddziaty-

wania pomiedzy dwoma punktowymi Zréodtami pola ¢:

N K .
Vi) = dni [ e D@ = -2 (14 G+ 0(s57) (28)

gdzie )y to tadunek stowarzyszony ze zrédltem pola. Warto tu zauwazy¢, ze z uwagi na
przyjeta tu niezaleznosé S od k, potencjal V(r) zachowuje swoje relatywistyczne skalowanie.
Efekt nieliniowo$ci mozemy za$ zaabsorbowaé¢ do “zrenormalizowanego” tadunku Q... =
Qo (1+2+0(57?).

W artykule [H6] wskazano pewne mozliwosci empirycznej weryfikacji wyprowadzonych

przewidywan, w szczegblnodci w obszarze kosmologii. Do zagadnienia tego wrocimy w roz-

dziale 4.3.7.
b) Model XYZ Heisenberga

Wybor sterycznej przestrzeni fazowej prowadzi do nowej relacji miedzy teoriami pola a
uktadami spinowymi, ktora w pracy [H4] okreslono roboczo mianem korespondencji spin-
pole (Spin-Field Correspondence (SFC)). Korespondencja ta pozwala traktowaé standardowe
teorie pola jako graniczny przypadek uktadow spinowych (o ciagtym rozktadzie w przestrzeni)
z odpowiednio dobrang postacia oddzialywania miedzy poszczegdlnymi spinami. Przejscie
takie wymaga ponadto przeprowadzenia granicy duzego spinu, S — 0o, co jest rownowazne
z przejSciem do afinicznej przestrzeni fazowej. W szczegolnosci, w artykule [H4] pokazano,
ze model XXX Heisenberga sprzegniety do zewnetrznego pola magnetycznego, prowadzi
do nierelatywistycznej teorii pola skalarnego, spelniajacej zasade wzajemnosci Borna [13].
Natomiast, rozwazajac w [H1] model XXZ Heisenberga (sprzezony do zewnetrznego pola
magnetycznego) otrzymano, w granicy duzego spinu, relatywistyczne pole skalarne Kleina-
Gordona. Przejscie to wymaga rozwazenia parametru anizotropii oddziatywania w granicy
A — 0 (tzw. model XX). Natomiast, w przypadku A — 1 otrzymywany jest model XXX
Heisenberga.

Podazajac za [H1] przeanalizujmy najpierw ogolniejszy przypadek modelu XYZ Heisen-
berga, po czym dokonamy jego odpowiednich redukcji do przypadkéw: XXZ7Z, XX i XXX.
Model XYZ Heisenberga uogoélnia dyskretny model Heisenberga w taki sposob, ze sprzezenia

pomiedzy sktadowymi spinéw moga byé w ogélnosci rézne:
H=—35.5-nY B-5. 24
irj i

gdzie §" = {J,S,, JySy, J.S,}. Parametry J,, J,, J, sa stalymi sprzezenia pomiedzy sktado-
wymi spinéw, natomiast p jest stalg sprzezenia spinu z polem magnetycznym B. Pierwsza

suma przebiega po najblizszych sasiadach.
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W granicy ciagtej, Hamiltonian (24) przyjmuje postaé
H:/ﬁ%%:/ﬁ%kvﬂ-wﬁ iB-35, (25)

gdzie S = {J.5,, ijy, J.S.}, natomiast .J,, jy, J, 1 fi sa stalymi sprzezenia dla przypadku
ciagtego. Stosujac relacje (5)-(7) do (25) oraz rozwijajac wzgledem /R i ¢/ Ry, otrzymu-
jemy wyrazenia na sktadowe gestosci hamiltonianu ‘H = Hg + Hine, gdzie czesé swobodna:

J: 9
g (V7 (26

o5l iB: T Yoo 4 Ly
Ho=—SM vﬁ( vﬁf%>+>2 §v¢) M

natomiast czes¢ oddziatywania wyraza sie jako:

1 iB.
2/LB v M c,mr +6,uB M2<p + )

]‘ 4 M4 4 M2 2_2 T 2 2
e TP T Tt (J.SM —1) (QSOW@(VSO)(V%) +¢*(Vp)?) (27)
J, —J.)S
( i ) Wi(Vmp)z — Wi(V(p)ﬂ + O(6).

W celu otrzymania dla cztonu kwadratowego normalizacji identycznej ze standardowo roz-
ﬁ oraz uB, = M.

Eliminacja cztonu liniowego w Hy, wymaga za$ przyjecia B, = 0 = B,. Ponadto, dalej

wazang w przypadku pola Kleina-Gordona przyjeto: R; = 1/%, jy =

przyjmiemy Jy = jy = J oraz J, = AJ, gdzie A jest bezwymiarowym parametrem. Taki
wybor parametréw J; redukuje model XYZ do modelu XXZ. W tym przypadku, oddziaty-
wanie pomiedzy sktadowymi spinéw jest rowne w plaszczyznie x — y, natomiast asymetria
statej sprzezenia w kierunku z jest parametryzowana przez stala A. Jak Widaé analizujac
swobodng cze$¢ hamiltonianu (26), parametr A obecny jest we wkladzie 525 (Vr,)?, nie-
obecnym w przypadku relatywistycznym. Ponadto, obecny staly czynnik —SM przesuwa
catkowita energie, co nie ma znaczenia dla rozwazan na gruncie klasycznym.

Dla rozpatrywanego tu przypadku teorii pola, nawias Poissona (4) nalezy uogélnié¢ do:

d’z 0f () dg(§)  6f(F) b9(p)
mo(2)/ R2) (&0(5) 57, (Z) (2) 5¢(5)) ’ (28)

korzystajac z ktorego oraz uwzgledniajac jedynie swobodna czesé gestosci hamiltonianu (26),

@00} = [

mozemy wyprowadzi¢ rownania ruchu dla zmiennych kanonicznych:

. A
Y = Mo — WVQWQM (29)
T, = —M?*p+ Vo, (30)

ktore prowadza do zmodyfikowanej postaci rownania Kleina-Gordona:

A
¢ —(1+A) V290+M290+WV490:0. (31)
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Przypadek relatywistyczny jest odzyskiwany dla A — 0 (model XX Heisenberga). Dokonujac
transformaty Fouriera rownania (31) mozemy wyprowadzié¢ relacje dyspersji w nastepujacej

postaci:
p* P
Ezz(l—l—A)pQ—l—M?—l—AW:(pz—l—MZ)(1—|—AW). (32)

Jednym z waznych wynikéw pracy [H1] bylo przeprowadzenie systematycznej analizy de-
formacji symetrii lorentzowskiej zwiazanej z powyzsza relacja dyspersji. Poprzez zbadanie
algebry Hopfa, przeanalizowana zostata réwniez kwestia stanow wieloczastkowych. Jak poka-
zano, zwiazana ze zmodyfikowana relacja dyspersji (32) postaé¢ algebry Heisenberga posiada
posta¢ podobna do tej rozwazanej w przypadku (wprowadzanej w kontekscie kwantowej
grawitacji) czasoprzestrzeni k—Minkowskiego [22, 23].

Ponadto, wykorzystujac relacje dyspersji (32), mozemy wyprowadzi¢ wyrazenie na pred-

_O0E _p p’
vgr._a—p_E[lth(lJrMQﬂ, (33)

co, tacznie z wyrazeniem na predkosé fazowa vy, == %, prowadzi do relacji:

kos¢ grupowa:

2
Vgrtpn = 1+ A (1 + %) . (34)
powyzsze wyrazenie przyjmuje wartosci wicksze niz jeden dla A > 0, warto$ci mniejsze niz
jeden dla A < 0. Natomiast dla A = 0 odzyskiwany jest standardowy przypadek dla ptaskich
przestrzeni fazowych: vg, vy, = 1.

Na koniec tego rozdziatu, przedyskutujmy doktadniej trzy szczegélne przypadki:

e A =1 (model XXX) - w tym przypadku, relacja dyspersji redukuje sie do postaci
E=M+ %. Relacja ta pokrywa sie z przewidywaniami dla fal spinowych w modelu
XXX. Przypadek ten odpowiada nierelatywistycznej teorii pola skalarnego, szczegétowo
dyskutowanej w [H4]. Warte podkreslenia jest, ze w granicy S — 0o model ten jest

symetryczny wzgledem, wprowadzonej przez Maxa Borna, transformacji wzajemnosci:

E
» =3 (35)
T — —pM. (36)

Obiektami niezmienniczymi pod dzialaniem tej symetrii jest zaréwno swobodny ha-

miltonian Ho [¢ — 32,7, = —pM| = Ho [p, 7, jak i nawias Poissona

{90 N ”—]\;,% N —go]\/[} = {p, 7, ). (37)

e A =0 (model XX) - dla tego przypadku E? = M?+ p?, co odpowiada relatywistycznej

teorii pola skalarnego Kleina-Gordona.

e A = —1 - dla tego przypadku E? = M? — ]\”4—2, co odpowiada modelowi spinowemu z

niestabilnym punktem statym.
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4.3.4 Petlowa kosmologia kwantowa

Zwartos¢ przestrzeni fazowych dla przypadku teorii pola mozne przyjac za inspiracje do po-
szukiwan kwantowej teorii oddziatywan grawitacyjnych. Okazuje sie, ze czesciowe zakrzywie-
nie przestrzeni fazowej pojawia sie juz w obecnie rozwazanych teoriach kwantowej grawitacji.
Dotyczy to, w szczegdlnosdci, petlowej grawitacji kwantowej (ang. loop quantum gravity -
LQG) oraz, wykorzystujacej metody LQG, tak zwanej petlowej kosmologii kwantowej (ang.
loop quantum cosmology - LQC). W LQC, czesSciowe uzwarcenie przestrzeni fazowej wynika
z zastosowania procedury polimeryzacyi, ktorej dydaktyczny zarys oraz wynikajace z niej
(badane przeze mnie) efekty przedyskutujemy w niniejszym rozdziale.

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze badaniom petlowej kosmologii kwantowej i konse-
kwencjom polimeryzacji pedu w kosmologii poswiecitem znaczna cze$é swojej dotychczasowej
aktywnosci naukowej. Dotyczy to zaréwno okresu studiéw magisterskich i studiow dokto-
ranckich oraz okresu po doktoracie. Podsumowanie otrzymanych przeze mnie w tym obszarze
wynikow, nie wchodzacych do osiagniecia habilitacyjnego, mozna znalez¢ w rozdziale 5. W
tym rozdziale, przytocze za$ rezultaty wybranych do osiagniecia habilitacyjnego publikacji
[H9] i [H10], jako przyktad dyskusji konsekwencji cylindrycznej przestrzeni fazowej w ko-
smologii. Artykut [H10] dyskutuje kwestie stanow kwantowych dla modelu jednorodnego
FRW 2z cylindryczna przestrzenia fazowa, natomiast w pracy [H9] badane sa konsekwencje
cylindrycznosci przestrzeni fazowej w kontekscie pierwotnych zaburzen kosmologicznych i
ustalania warunkow brzegowych /poczatkowych.

W polimerowej mechanice kwantowej [24], przestrzen Hilberta jest wprowadzona przy
zatozeniu dyskretyzacji jednej ze zmiennych kanonicznych, np. ¢. Mozemy w szczegdlnosci
przyjaé, ze dopuszczalne sa wartosci g nalezace do zbioru I' = {¢;} € R. Zbiér I' mozna
uzna¢ za przyktad grafu w jednym wymiarze, co jest uproszczona postacia sieci spinowej,
wykorzystywanej w LQG. Dla réwno roztozonych punktéw mamy ¢; = 1A +¢, gdzie € rozréznia
rozne rownowazne reprezentacje. W oparciu o stany |¢;) mozemy wprowadzié przestrzen
Hilberta Hpoy = span{|iX + €)}. Operator pedu p (generator translacji) nie jest dobrze
okreslony w przestrzeni H 1y, gdyz jego dziatanie wyprowadza poza t¢ przestrzen. Jednakze,
juz dzialanie operatora Uy = civp jest dobrze zdefiniowane. Jest to mianowicie translacja
pomiedzy sasiadujacymi w zbiorze I' punktami.

W konsekwencji, w polimerowej mechanice kwantowej nalezy wprowadzi¢ nowa definicje
operatora pedu, tak by w granicy A — 0 pokrywata si¢ ona z ta rozwazang w przypadku
standardowym. Najprostszym przypadkiem takiego operatora jest:

~ (A]A—Ui_sg(p\)\)
Y U U

(38)

ktorego dzialanie na przestrzeni H,oly jest dobrze okreslone. Na poziomie semiklasycznym,
mowimy o tak zwanych poprawkach od holonomii (ang. holonomy corrections) lub polime-

ryzacji, wprowadzonych poprzez zamiane:

sin(pA)
N

P —> Py = (39)
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Uogolnienie zmiennej p do funkcji sinus, wiaze sie z przeprowadzeniem na poziomie kine-
matycznym periodyfikacji czesci pedowej. Mianowicie, wyjsciowa przestrzen fazowa ' =
R x R 3 (¢q,p) podlega deformacji do I'pory = R X S' 3 (g,p), tak, ze nowy ped p, jest
globalnie okreslony (w sposob ciagly) na okregu [25].

Dla przejrzystosci, sparametryzujmy przestrzen fazows grawitacyjnej czesci przestrzeni
fazowej modelu FRW z zerows krzywizna przez zmienne kanoniczne ¢ i p, tak, ze ¢ = Vpa?.
Wprowadzona wielko$é¢ V; jest objetoscia, do ktorej zawezamy catkowanie po czesci prze-
strzennej. Jest to zabieg konieczny w ptaskich modelach kosmologicznych. Ped kanonicznie
sprzezony do ¢ mozna dobra¢ tak, ze forma symplektyczna przyjmuje postaé¢ w = dp A dgq,
natomiast Hamiltonian

3
Hgr = Ng <—Zﬁp2 - p) : (40)

gdzie p jest gestoscia energii pol materii a k := 87G.
Zastosowanie procedury polimeryzacji pedu (39) pozwala pozostawi¢ forme symplek-

tyczna w niezmienionej postaci, natomiast hamiltonian (40) ulega deformacji do:

3 sin?(pA
Hpoly = Ng (—ZH% + p) : (41)

. , . . . . . . . . OHpoly
Rozpatrujac rownania Hamiltona dla zmiennej ¢, wykorzystujac wiaz hamiltonowski —k= =

0, jak rowniez definicje parametru Hubble’a
14
0= (42)
mozemy wyprowadzi¢ zmodyfikowane rownanie Friedmanna (dla N = 1):
K p
H*=—pl1-+ 43
so(1-2), (43

gdzie maksymalna dopuszczalna gestosé energii pél materii wynosi

3K
Pe =4

Rownanie (43) prowadzi do tak zwanej epoki odbicia (ang. bounce), ktora byta przedmiotem

(44)

intensywnych badan w przeciagu ostatnich okoto 15-tu lat. Podsumowania otrzymanych
wynikéw mozna znalez¢é np. w artykutach przegladowych [8, 9.

W pracy [H10] przeanalizowano analize kwantowej wersji wprowadzonego tu model, roz-
wigzujac wiaz oraz wprowadzajgc tak zwany Hamiltonian fizyczny, stosujac metode zredu-
kowanej przestrzeni fazowej. Rozwazania przeprowadzono dla modelu ze swobodnym polem
skalarnym. Przeanalizowano szereg mozliwych stanéw kwantowych, w szczegolnosci takich,
ktore najlepiej koresponduja z rozwigzaniami semiklasycznymi. Przeprowadzono réwniez
analize tych stanéw kwantowych ktoére nie wykazuja semiklasycznego zachowania. Przypad-
kiem takim jest stan kota Schrédingera otrzymany z superpozycji dwoch standéw symetrycz-
nych, wzgledem odbicia fizycznej zmiennej pedowej P — —P:

1

W) 7

([Po) + 1| = Fo)) - (45)
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Rysunek 3: Funkcja Wignera dla kosmologicznego stanu kota Schrodingera.

Funkcje Wignera W (X, P), dla zmiennych na fizycznej przestrzeni fazowej parametryzowane;
przez (X, P), przedstawiono na Rys. 3.

Obserwowany obszar interferencyjny pomiedzy dwoma semi-klasycznymi maksimami wska-
zuje na silnie kwantowa nature rozwazanego stanu kwantowego. Oddzialywanie takiego silnie
kwantowego stanu ze srodowiskiem (pozostate stopnie swobody) prowadzi, w procesie de-
koherencji, do wytworzenia stanu mieszanego. W artykule [H10] przeprowadzono dyskusje
tego procesu oraz przedyskutowano kwestie ewolucji entropii splatania kwantowego. Duza
uwage poswiecono réwniez mozliwosci narzucania wiezéw obserwacyjnych na stany kwan-
towe opisujace kwantowa ewolucje wszechs§wiata, wykorzystujac m.in. pomiary parametry
Hubble’a.

Przytoczone tu rozwazania dotycza przypadku kosmologicznego modelu jednorodnego.
Roéwnie wazne we wspotczesnej kosmologii sa jednak réwniez niejednorodnosci, odpowie-
dzialne za formowanie struktur we Wszechs§wiecie. Wyprowadzeniu roéwnan zaburzern w
ramach petlowej kosmologii kwantowej po$wiecona byta moja praca doktorska pt. “Per-
turbations in loop quantum cosmology,” jak réowniez publikacje [P11,P12]. Pokazano w

nich, ze rownanie skalarnych zaburzen kosmologicznych v opisywane jest przez

"

z
—v—QV — By =0, 46

dr? Zg (46)
gdzie zg := a%. Natomiast, rownanie dla modéw tensorowych (fale grawitacyjne) u przyj-

muje postac

"

d 2 o
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gdzie zr := a/ VQ. Ponadto, 7 jest czasem konforemnym zdefiniowanym jako dr = dt Ja. W

obydwu przypadkach, funkcja €2 dana jest wyrazeniem:

O =cos(2\p) =122 e [-1,1], (48)

Pe

gdzie p. jest ta sama krytyczna gestoscia energii co w przypadku modelu jednorodnego
(rownanie (44)).

Celem artykutu [H9] bylo zastosowanie powyzszych rownarn zaburzeni do wyprowadzenia
poprawek do pierwotnego widma zaburzen kosmologicznych z fazy inflacji typu slow-roll.
Wyprowadzono w tym celu zmodyfikowang postaé¢ tak zwanej prézni Bunch-Davies’a, dla
obszaru p < p. (2 > 0). Odstepstwa od standardowego przypadku sparametryzowano za

pomoca bezwymiarowej zmienne;j

4
pe’
gdzie V jest wartoscig potencjalu pola inflatonowego w chwili generowania zaburzen ko-

Op (49)

smologicznych. Na tej podstawie, otrzymano nastepujace wyrazenie na widmo zaburzen

Potiy = s () (50

skalarnych

gdzie amplituda zaburzen

1 HY
Ag=—|— | (1+2 51
o= = (o) 2, 651)
oraz indeks spektralny
ng =1+ 2n — 6e + O(20, endyr). (52)

W powyzszych wyrazeniach, ¢ < 11 || < 1 sa parametrami slow-roll, natomiast mp; to

masa Plancka. W przypadku zaburzen tensorowych otrzymujemy widmo mocy:
16/ H\ 1 16 ( H )2
Prk)=—(—) —==—(—) (14) +0(5%), 53
w0 =2 () = () w0 (53
gdzie indeks spektralny
nr = —2€ + 0(6251{), (54)

Ponadto, tak zwany tensor-to-scalar ratio r wyraza sie jako

= Ar g (L 0n)

A, (526 ~ 0¢ (1= dm) + O(37), (55)

prowadzgc do nastepujacej zmodyfikowanej postaci relacji pomiedzy r a tensorowym indek-
sem spektralnym

Rownanie (55) przewiduje obnizenie wartosci parametru r wzgledem przypadku bez efek-
tow LQC, co moze mie¢ potencjalnie znaczenie obserwacyjne. Aktualne ograniczenie na
warto$¢ tego parametru wynosi 7 < 0.07, na poziomie ufnosci 95% (eksperymenty BICEP2

i Keck Array) [26]. Obnizenie przewidywanej teoretycznie wartosci r, w wyniku obecnosci
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czynnika dg, moze poprawié¢ zgodno$é modelu inflacji slow-roll w $wietle dostepnych danych
obserwacyjnych. Jednakze, wymagaloby to stosunkowo duzej wartosci parametru dgy. Z
drugiej strony, jak wskazuja rozwazania przeprowadzone w artykule [H10], nalezy sie ra-
czej spodziewaé¢ wartosci tego parametru rzedu 1072, co wyklucza mozliwo$é empiryczne;

weryfikacji tego efektu z wykorzystaniem obserwacji mikrofalowego promieniowania tla.

4.3.5 Deformacje algebry deformacji hiperpowierzchni

Symetria teorii grawitacji Einsteina jest wspolzmienniczosé, czyli niezmienniczosé ze wzgledu
na lokalne dyfeomorfizmy. O ile wiec w przypadku szczegolnej teorii wzglednosci (STW),
fizyka pozostaje taka sama we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia, powiazanych
transformacjami Lorentza, przypadek OTW rozszerza to dowolnych nieliniowych lokalnych
transformacji wspotrzednych.

Symetrie w sposob nieodzowny wiaza sie z algebrami generatorow tych symetrii. W przy-
padku STW, jest to algebra generatorow symetrii przestrzeni Minkowskiego, czyli tak zwana
algebra Poincaré. W przypadku OTW, algebra generatoréow lokalnych dyfeomeorfizméw nosi
nazwe algebry deformacji hiperpowierzchni (ang. hypersurface deformation algebra (HDA)).
Generatorami tej symetrii sa: generator dyfeomorfizmoéw przestrzennych D[N?|, sparame-
tryzowany przez pole wektorowe N® (ang. shift vector), oraz generator dyfeomorfizmow
czasowych S[N], sparametryzowany przez pole skalarne N (ang. lapse function). Wazna
wlasnoscia teorii grawitacji jest to, ze generatory S[N] i D|N®] odpowiadaja wiezom w ha-
miltonowskim sformutowaniu OTW. D[N“] nosi nazwe wiazu dyfeomorfizméw. Natomiast,
S[N] to tak zwany wiaz skalarny, lub inaczej wiaz hamiltonowski. Algebra tych wiezow

(generatorow) przyjmuje nastepujaca postac:

{DINY], DIN5]} = D [N{9yN5 — Ny, Ni] , (57)
{S[N],D[N®]} = =S [N*9,N], (58)
{S[M], S[Ns]} = D [sq®(N19y Ny — NaOpN1)] (59)

gdzie ¢® oznacza metryke przestrzenna, z indeksami przestrzennymi a, b = 1,2, 3, natomiast
s to sygnatura czasoprzestrzenna. Przypadek s = 1 odpowiada czasoprzestrzeni lorentzow-
skiej, natomiast s = —1 czasoprzestrzeni euklidesowe;j.

Przeprowadzona w ramach petlowej kosmologii kwantowej, perturbacyjna analiza kosmo-
logicznych modeli niejednorodnych oraz analiza modeli sferycznie-symetrycznych ujawnita,

ze algebra (57-59) podlega deformacji do postaci [P11]:

{DIN{], DN5]} = D [Ny N5 — Ny, Ny , (60)
{S@[N],D[N]} = =S [N*9,N], (61)
{SC[N1], S9[No]} = D [sQg™ (N10,No — NoOyNy)] (62)

gdzie S?[N] jest zmodyfikowang postacig wigzu skalarnego, natomiast deformacja struktury

algebry zwiazana jest z obecnoscia funkcji Q w (62). Poniewaz 2 zalezy od zmiennych
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opisujacych pole grawitacyjne, funkcje struktury powyzszej algebry przestaja by¢ w ogolnosci
stalymi, sprawiajac, ze rownania (60-62) mozemy traktowaé jako przyktad algebroidu [27].

Ogolna postaé deformacji 2 w petlowej grawitacji kwantowej nie jest znana, natomiast
analizy modeli o zredukowanej symetrii wykazaly, ze przyjmuje ona posta¢ funkcji cosinus.
W szczegblnoscei, analiza zaburzen kosmologicznych prowadzi do wyrazenia na {2 danego
wzorem (48). Przypadek braku deformacji (2 = 1) odzyskiwany jest w granicy niskich
gestosci energii p < p,. Natomiast, dla maksymalnej gestosci energii p = p., parametr
deformacji przyjmuje wartosé¢ 2 = —1.

Poniewaz funkcji 2 w rownaniu (62) towarzyszy sygnatura metryki s, zmiane znaku €2
mozna interpretowaé jako efektywnie zmiane sygnatury [K4]. W granicy niskich energii
s) — s, co odpowiada przypadkowi lorentzowskiemu dla s = 1 lub euklidesowemu dla
s = —1. Jednakze, gdy osiagana jest maksymalna dopuszczana warto$¢ gestosci energii
p — pe, efektywna sygnatura sQ2 — —s. Ponadto, dla p = p./2 efektywna sygnatura s{2
staje sie niezdefiniowana (to jest s = 0), co moze by¢ zwiazane ze stanem asymptotycznej
ciszy lub ultralokalnosci [K3,P3].

Przeprowadzone w pracy [P11] rozwazania prowadzace do algebry (60-62) sa zlozone i
nie daja natychmiastowego wgladu w przyczyne obecnosci deformacji 2 w HDA. Takie zro-
zumienie daje natomiast prosty, 1+1 wymiarowy, model w ktérym wiezy maja nastepujaca
postac [28]:

1, .2 1 ,
SIN] = [ don¥ (1) = @) = 00" ). Dlul = [ deuoy, (63)

gdzie f(p) to pewna funkcja pedu, ktora w klasycznym przypadku ma postaé¢ f(p) = %2.
Dopuscimy tu jednak, mozliwo$¢ modyfikacji cztonu pedowego. Modyfikacji takiej mozemy
oczekiwaé, w szczegblnosci, w przypadku nieliniowosci przestrzeni fazowej, co byto dyskuto-
wane w poprzednich rozdziatach.

Rzedy pochodnych przestrzennych we wiezach (63) odpowiadaja tym w OTW. Oblicza-

jac nawias Poissona pomiedzy dwoma wiezami skalarnymi, otrzymujemy (dla przypadku

lorentzowskiego):
{S[N1], S[N2]} = D [Q(N{NQ - NéNl)] ) (64)
gdzie ,
- %fz_pé' (65)
Jak wiec wida¢, to zmodyfikowany czton kinetyczny prowadzi do pojawienia sie nietrywialnej

P’
2
niezdeformowana algebre z 2 = 1. Jednakze, kiedy czton pedowy podlega, dyskutowanej w

. 2
rozdziale 4.3.4, polimeryzacji (dla ktorej f(p) = <M> ), otrzymujemy:

deformacji algebry wiezow. W standardowym przypadku, gdy f(p) = otrzymujemy

A

Q = cos(2p)). (66)

Jest to wynik zgodny z przewidywaniami otrzymanymi w ramach teorii zaburzen kosmolo-

gicznych oraz dla modeli sferycznie-symetrycznych. Roéwnanie ruchu dla pola ¢ przyjmuje
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za$ postaé (dla N = 1):
d*¢ d*¢
— —Q— =0, 67
dt? dx? (67)
co jest uproszczona forma rownan (46) i (47).W przypadku kiedy €2 = cos(2p)), otrzy-
mane rownanie (67) jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym czastkowym mieszanego
typu. Szczegblnym przypadkiem, waznym w kosmologii, jest sytuacja w ktorej dokonujemy

dekompozycji zmiennych na sktadowe jednorodne oraz zaburzenia przestrzenne:

d(x,t) = o(t) +do(x,1), (68)
p(x,t) = p(t) + dp(x,1), (69)

tak ze |6¢/¢| < 1 oraz |dp/p| < 1. W takim przypadku, uproszczony wiaz skalarny (63)

ulega rozbiciu na czton jednorodny oraz zaburzenia:
S = [ ast¥ (i) = 3 @) - 00"
_ /de f()+/de (lf ()0p* — 2(50')2 — 26066" + > (70)
= D 5o D)op 1 5 R

Jak wida¢, wktad jednorodny wiaze si¢ z polimeryzacja pedu p. Odpowiada temu jednorodny
model kosmologiczny z polimeryzacja pedu dyskutowany w poprzednim rozdziale. Wktad
jednorodny, nie ujawnia w widoczny sposoéb obecnosci zmiany sygnatury. Jednakze, rozwa-
zajac wiodacy czlon niejednorodny widzimy, ze kwadratowy wyraz kinetyczny dp? mnozony
jest przez funkcje 3 f,,(p) = Q(p) ktora zmienia si¢ w przedziale [—1, 1]. Deformacja pedu,
prowadzi wiec do zmiany znaku cztonu kinetycznego w hamiltonianie opisujacym niejed-
norodno$ci perturbacyjne. Ta zmiana znaku stanowi wyzwanie w opisie ewolucji zaburzen
kosmologicznych we wezesnym wszech$wiecie.

W standardowej kosmologii, czton kinetyczny zachowuje dodatni znak w calym toku
ewolucji, co przektada sie na hiperbolicznosé rownan opisujacych ewolucje zaburzen kosmo-
logicznych. W przypadku takim, zagadnienie poczatkowe (oparte o problem Cauchy’ego) jest
dobrze zdefiniowane. Jednakze, w sytuacji rownania ze zmiang sygnatury (réwnanie roznicz-
kowe mieszanego typu) procedura ustalenia zagadnienia poczatkowego wymaga uogélnienia.
Mozliwe rozwiazanie tego problemu przedstawiliSmy z prof. Martinem Bojowaldem w arty-
kule [H7]. WykorzystaliSmy w tym celu wlasnosci znanego przypadku czastkowego rownania
rozniczkowego mieszanego typu, jakim jest rownanie Tricomiego. Na tej podstawie, udowod-
niliSmy, ze mozliwe jest znalezienie stabilnych i jednoznacznych rozwiazan dla rozwazanego
przypadku, taczac zagadnienie warunkoéw poczatkowych (dla réwnania hiperbolicznego) z
zagadnieniem warunkéw brzegowych (dla rownania eliptycznego). Sytuacje te zobrazowano
na Rys. 4.

Na rysunku tym przedstawiono wszechswiat dla fazy odbicia (ang. bounce), w ktorym
przechodzi on od epoki kontrakeji (lewa strona) do epoki ekspansji (prawa strona). Pionowe
przerywane linie reprezentuja hiperpowierzchnie, dla ktérych nastepuje zmiana sygnatury

(€2 = 0). Obszar pomiedzy tymi hiperpowierzchniami to faza euklidesowa z ) < 0, w ktorej
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Rysunek 4: Problem Tricomiego w przypadku kosmologii ze zmiang sygnatury.

roéwnania opisujace zaburzenia przyjmuja postaé eliptyczna. W regionach po prawej i lewej
stronie tego obszaru €2 > 0, co odpowiada czasoprzestrzeniom lorentzowskim. Réwnania
rozniczkowe opisujace zaburzenia kosmologiczne przyjmuja w fazie lorentzowskiej postac hi-
perboliczng. Sposobem pogodzenia warunkéw brzegowych dla réwnan eliptycznych z warun-
kami poczatkowymi dla réwnan hiperbolicznych jest wykorzystanie charakterystyk, ktore sa
uogoblnieniem stozkow $wietlnych. Mianowicie, zagadnienie poczatkowe dla réwnania hiper-
bolicznego mozna przeformutowac jako zagadnienie brzegowe na powierzchni charakterystyk.
Na tej podstawie, odpowiednio taczac charakterystyki (w fazie lorentzowskiej) z brzegiem
w fazie euklidesowej mozemy dla obszaru zamknietego ta powierzchnia poprawnie zdefinio-
waé warunki brzegowe. Na Rys. 4 obszar ten zostal zaznaczony jako zacieniony region.
Definiujac wartosci brzegowe pol na charakterystyce C' oraz na brzegu A mozna w sposéb
jednoznaczny znalez¢ rozwiazania w obszarze wewnatrz. Ponadto, wartosci na brzegu drugiej
charakterystyki, zaznaczonej jako przerywana linia, wynikajg z warunkéw brzegowych na C
i A. Kontur A mozna odpowiednio deformowac, tak by np. jego prawa strona zblizata sie do
hiperpowierzchni zmiany sygnatury po stronie prawej. Postepujac w ten sposoéb, rozwiazanie
rownan wewnatrz obszaru zadadza nam warunki poczatkowe dla obszaru lorentzowskiego po
stronie prawej, czyli dla wszech$wiata podlegajacego ekspansji. W pracy [H7], mozna zna-
lezé¢ zastosowanie opisanej tu metody dla konkretnych przypadkéw ewolucji kosmologicznej.
Ponadto, pokazano, ze rozwiagzania ze zmiana sygnatury obecne w LQC, charakteryzuja sie
regularnym zachowaniem przechodzac przez wartos¢ graniczng {2 = 0. Jest to zachowanie
bardzo pozadane i odmienne od tego obserwowanego w klasycznych modelach ze zmiang

sygnatury, nie wynikajacych z deformacji symetrii.

4.3.6 Deformacja algebry Poincaré

W poprzednim rozdziale pokazaliémy, ze nieliniowo$é¢ przestrzeni fazowej moze prowadzi¢
do deformacji algebry deformacji hiperpowierzchni. W szczegolnosci, dotyczy to cylindrycz-

nej przestrzeni fazowej, zwigzanej z periodyfikacja pedéow w petlowej kosmologii kwantowej.
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Przestrzen fazowa tego typu prowadzi do deformacji nawiasu Poissona pomiedzy dwoma wie-
zami skalarnymi. Otrzymany parametr deformacji ) powoduje natomiast zmiane sygnatury
z lorentzowskiej na euklidesowa w obszarze planckowskich gestosci energii.

Algebra Poinaré moze by¢ otrzymana z HDA w granicy liniowych deformacji hiperpo-
wierzchni przestrzennej ¥. Bazujac na wynikach otrzymanych w artykutach [H3] i [H8], w
rozdziale niniejszym przedyskutujemy jakie znaczenie dla algebry Poincaré maja petlowe de-
formacje algebry deformacji hiperpowierzchni. W tym celu, rozwazmy liniowa postaé¢ funkcji

lapse N(x) oraz wektora N%(x):
N(x) = At +v,2*, N%x) = Ax" + R%a®, (71)

razem z metryka przestrzenng dana przez delte Kroneckera, q,, = d45. Ponadto, At, Az,
v, oraz R%, parametryzuja odpowiednio infinitezymalne: translacje czasowe, translacje prze-

strzenne, pchniecia (boosty) oraz rotacje przestrzenne. Macierz rotacji przestrzennych moze

bac

by¢ wyrazona poprzez infinitezymalne katy ¢® w nastepujacy sposéb: R%® = €"%yp,. Przy ta-

kim wyborze N(x) i N%(x), wiaz skalarny oraz wiaz dyfeomorfizmoéw przestrzennych mozemy

wyrazié¢ jako:

S[N] = S[At + v,2°] = —AtPy — v K, (72)
D[N% = D[Az" + R"y2"] = —v"P, — " J, . (73)

gdzie Py, P,, J, i K, oznaczaja kolejno generatory: translacji czasowych, translacji prze-
strzennych, boostow i rotacji. Jak pokazaliémy, we wspotpracy z dr Tomaszem Trzesniew-
skim, w artykule [H3] otrzymana z algebry (60-62) zdeformowana algebra Poinaré przyjmuje

postac:

{Ja, Jo} = €ave (74)
{Ja, Kb} = €anc K¢, (75)
{KaaKb} = —Scft€abed ( )
{Ja, By} = €ape P, (77)
{Jo; P} =0, (78)
{Ko, o} = P, (79)
1Ko, Po} = setPa (80)
{Pa, B} =0, (81)
{Pu, Po} =0, (82)

gdzie wprowadzilismy efektywng sygnature s.g, zdefiniowang w nastepujacy sposob:

D [Qq“b(NlabNg — Ngale)}
D [q®(N10yNo — N20yN1)]

Sef = € 1= 5(Q)p = s (83)

Jest to ogdélne i nie wynika ze szczegdlnej postaci funkcji 2. Otwartym problemem jest

wyrazenie Seg poprzez generatory Py, P,, J, 1 K,. W artykutach [H3] i [H8] pokazano,
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ze juz warunek spelnienia tozsamosci Jacobiego (waznej z uwagi na wlasnos¢ lacznosci)
oraz korespondencja z przypadkiem bez deformacji narzucaja silne ograniczenia na postac
funkcji seg. Przeprowadzone w pracy [H3] rozumowanie doprowadzito do wyprowadzenia
nastepujacej postaci tej funkcji:

P} -«

P2—qa’
gdzie a jest stala catkowania o wymiarze kwadrat energii, tak ze w granicy |a] — oo od-

(84)

Seff = S

zyskiwany jest przypadek bez deformacji. Ponadto, operator Casimira dla algebry (74-82)

dany jest przez

_ —Pj+P?
1 —a P2
Zmajomo$¢ operatora Casimira pozwolita wyprowadzi¢ posta¢ zmodyfikowanych transforma-

C (85)

cji Lorentza oraz niezmienniczej miary na przestrzeni pedow du(P). Pokazano, ze \/a jest
niezmieniczg (wzgledem zmodyfikowanych transformacji Lorentza) skala energii, wyznacza-
jaca granice pomiedzy rezimem lorentzowskim i euklidesowym. W pracy [H8] dokonano
ograniczen na te skale energii, wykorzystujac dane astronomiczne pochodzace z blyskow
gamma.

W celu lepszego scharakteryzowania otrzymanej zdeformowanej przestrzeni Poincaré do-
konano, miedzy innymi, analizy tak zwanego wymiaru spektralnego [29]. Definicja tej wiel-
kosci wiaze sie z zaleznoscia procesu dyfuzji od wymiaru przestrzeni na jakiej ten proces
sie odbywa. Im wyzszy wymiar przestrzeni tym mniejsze prawdopodobienistwo powrotu do
punku wyjscia. Usrednione po przestrzeni prawdopodobieristwo powrotu mozemy zas wyra-

zi¢ jako:

o [/l detg|d'zK(z,2;0) Lo
P(o) :=trK (o) = /el din = /d,u(P) , (86)

gdzie K(x,y;0) to tak zwany heat kernel z czasem dyfuzji o, natomiast Ap to pedowa
reprezentacja operatora Laplace’e. Posta¢ operatora Ap mozna wyznaczy¢ wykorzystujac
euklidesowa wersje operatora Casimira (85).

Wykorzystujac P(o) mozemy zdefiniowa¢ wymiar spektralny dg(o) jako:
Jlog P(0)

ds(o) == =2 Doz o

(87)

bedacy funkcja czasu dyfuzji o. Otrzymana zalezno$é wymiaru spektralnego od czasu dy-
fuzji, dla jednego z wariantow wynikajacego z petlowej deformacji symetrii czasoprzestrzeni
Minkowskiego, przedstawiono na Rys. 5.

Jak wida¢, wymiar spektralny maleje od wartosci dg = 4 dla duzych czasow dyfuzji (IR)
do wartosci rownej dg = 1 dla malych czasow dyfuzji (UV). Wynik ten jest zgodny z przewi-
dywaniami dla fazy ultralokalnej, odpowiadajacej wartosci {2 = 0. W stanie tym nastepuje
kolaps stozkow swietlnych, uniemozliwiajac przemieszczanie sie w kierunkach przestrzennych.
Jedynym pozostajacym dla dyfuzji wymiarem jest wymiar czasowy. To ttumaczy redukcje
wymiaru spektralnego do wartosci dg = 1. Wynik ten jest zgody z przewidywaniami kosmo-

logicznymi dotyczacymi fazy ultralokalnej w petlowej kosmologii kwantowej [K3,P3].

26



0.001 0.010 0.100 1 10 100 1000
lalo

Rysunek 5: Zalezno$é wymiaru spektralnego od czasu dyfuzji dla czasoprzestrzeni opisywanej

przez petlowo zdeformowang algebra Poincaré.

4.3.7 Kosmologia ze zwartymi przestrzeniami fazowymi

Kosmologie mozna uznaé¢ za poligon do$wiadczalny do badania mozliwych efektéw nielinio-
wosci przestrzeni fazowych pél. W rozdziale 4.3.4 przedyskutowano szczegélny przypadek
jakim jest petlowa kosmologia kwantowa z cylindryczna przestrzenia fazowa. Wynikajace
stad konsekwencje dotyczace warunkéw poczatkowych w kosmologii oméwiono nastepnie w
rozdziale 4.3.5. Naturalnym kolejnym krokiem jest zbadanie tego jakie sa kosmologiczne
konsekwencje zwartosci przestrzeni fazowych (dyskutowanych w rozdziale 4.3.2).

Pierwszy krok w tym kierunku podjeto w artykule [H5]. W pracy tej rozwazono jedno-
rodny i izotropowy wszech$wiat Friedmanna-Robertsona-Walkera z polem skalarnym, cha-
rakteryzujacym sie sferyczng przestrzenia fazowa o polu powierzchni 47S. Dyskutowany w
pracy hamiltonian pola skalarnego wynikal z modelu spinowego XXZ, omawianego w roz-
dziale 4.3.3. Zbadano zaréwno dynamike na poziomie modelu jednorodnego oraz przepro-
wadzono uproszczong analize generacji zaburzen inflacyjnych w przyblizeniu pola testowego
(ang. test field approximation).

Pokazano, ze w przypadku kosmologii jednorodnej, zwartos¢ przestrzeni fazowej prowadzi
m.in. do mozliwosci zapadniecia sie (rekolapsu) wszech§wiata na péznym etapie jego ewolu-
cji. Efekt ten wigze sie z obecnoscig modyfikacji rownania Friedmanna, ktére, w rozwinieciu

wzgledem parametru 1/S, przyjmuje postac:

2

kg 2 _1 2 2
S S (pw 2P@) +0(1/5?), (88)

2

H = gp@ —
gdzie p, to standardowa gesto$¢ pola skalarnego natomiast P, to ci$nienie pola skalarnego.
W powyzszym réwnaniu m jest masa pola ¢. W przypadku kiedy p?ﬁ — %Pj > 0, co dla
barotropowego réwnania stanu P, = wp, odpowiada warunkowi dla |w| < 2 = 1.42

(co jest spelione dla typowych form materii), wyraz rzedu 1/S w rownaniu (88) pozostaje
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ujemny. Wktad ten zaczyna by¢ istotny dla duzych wartosci czynnika skali (lub réwnowaznie
zmiennej q) prowadzac do fazy rekolapsu.

O ile dla przypadku jednorodnego udato si¢ przeprowadzi¢ analize dla calej przestrzeni
fazowej, tak w przypadku zaburzen zdotano dotychczas zbadac jedynie najblizsze otoczenie
granicy afinicznej. Odstepstwa od przypadku standardowego przeanalizowano do wyrazen
liniowych w rozwinieciu w parametrze anizotropii A modelu XXZ Heisenberga. Pokazano,
ze funkcje modow uogdlniaja przypadek prozni Bunch-Davies’a w nastepujacy sposob:

et Az? (1 i 9 9
fk_m[lJrW(Z—kP/xdx)}—kO(A), (89)

gdzie v = —k7 oraz n := 37”722 Na tej podstawie, widmo mocy pola skalarnego przyjmuje
postac:
m\? A
Pk, 7) = (%> z? (1 + @562 + O(N)) (90)
tak, ze na skalach (super)horyznontalnych (z & 1) otrzymujemy:
H\? A
~)~(—) (1+— A?%) ). 91
Poex )~ () (145 +00) (o1)

Ponadto, pokazano, ze indeks spektralny nie podlega liniowym w A poprawkom.

Przyjmujac, ze jedynie pole skalarne podlega kompaktyfikacji przestrzeni fazowej, lub
ze skala energetyczna tego efektu jest duzo nizsza niz w przypadku pola grawitacyjnego,
mozemy dojs¢ do pewnych dodatkowych wnioskéw o znaczeniu empirycznym. Mianowicie,
wykorzystujac wzor (91) w potaczeniu z wynikiem dla zaburzen tensorowych, traktowanych
w sposob standardowy, otrzymujemy nastepujace oszacowanie na tensor-to-scalar ratio:

r:i—Z:ro(l—%)<ro, (92)
gdzie ry odpowiada przypadkowi bez krzywizny przestrzeni fazowej pola skalarnego. Otrzy-
mana poprawka, proporcjonalna do A prowadzi wiec (dla dodatnich wartosci A, ktore sa
fizycznie preferowane z uwagi na kwestie stabilnosci) do obnizenia wartosci r, wzgledem
przypadku z afiniczng przestrzenia fazowa. Przewidywanie to moze poprawi¢ dopasowania
modeli inflacyjnych typu slow-roll, wzgledem obserwacji mikrofalowego promieniowania tla.
Kwestia ta wymaga jednak dalszej, poglebionej dyskus;ji.

Warte podkreslenia jest réwniez, ze wyniki uzyskane w artykule [H5] otwieraja nowa
mozliwo$¢ budowania relacji pomiedzy kosmologia a fizyka materii skondensowanej. Wynika
to z faktu opierania hamiltoniané6w pol materii na hamiltonianach uktadéw spinowych. W
pracy [H5], przedyskutowano te relacje dla przypadku modelu XXZ Heisenberga. Model
ten, w granicy A — 0 oraz duzego spinu (S — o0), prowadzi do teorii pola skalarnego
Kleina-Gordona. Relacja ta moze byé zréodtem nowych idei zaréwno w kosmologii jak i w
fizyce materii skondensowanej. W szczegdlnosci, mozna mysle¢ o eksperymentalnej realiza-
c¢ji analogicznych modeli kosmologicznych w oparciu o odpowiednio zaprojektowane uktady
spinowe. Obecnosé spinu jako podstawowego stopnia swobody otwiera réwniez droge do
przeprowadzenia symulacji kosmologicznych z wykorzystaniem metod rozwinietych dla mo-

deli spinowych (np. sieci tensorowe) oraz komputeréw kwantowych.
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4.3.8 W strone zwartej przestrzeni fazowej pola grawitacyjnego

Program badawczy NFST stawia sobie za jeden z gtownych celow wprowadzenie zwartych
przestrzeni fazowych do opisu oddziatywan grawitacyjnych. Dobrym punktem wyjscia do
budowy teorii grawitacji charakteryzujacej sie zwarta przestrzenia fazows jest petlowa gra-
witacja kwantowa (LQG), u ktorej podstaw stanety prace A. Ashtekara, C. Rovelliego oraz
L. Smolina [30, 31]. LQG opiera sie na formalizmie zmiennych Ashtekara w ramach ktorego
pole grawitacyjne opisywane jest przez zmienne kanoniczne A i E, nalezace do algebry su(2).
Przestrzen fazowa sparametryzowana przez zmienne Ashtekara jest ptaska (afiniczna). Jed-
nakze, przechodzac do teorii kwantowej, eksponencjacji podlega koneksja A. Otrzymana w
ten sposob holonomia jest juz elementem grupy SU(2), opisywanej przez zwarta topologie.
Przy czym, zbudowany z E tak zwany strumien (ang. flux), pozostaje elementem algebry.
Mozna wiec stwierdzié¢, ze w ramach LQG, przestrzen fazowa jest cze$ciowo zwarta.

W przypadku symetrycznie zredukowanych modeli LQG, takich jak petlowa kosmologia
kwantowa, czesciowa zwartos¢ przestrzeni fazowej prowadzi do polimeryzacji, dyskutowanej
w rozdziale 4.3.4. W szczegblnosci, dla modelu FRW przestrzen fazowa teorii semiklasyczne;
przyjmuje postac¢ cylindra R x S. W takim przypadku, zmienna ¢ € R zwiazana jest z polem
E, natomiast zmienna spolimeryzowana p € S jest zredukowang koneksja Ashtekara A.

W zaproponowanym w ostatnich latach alternatywnym podejsciu do LQG [32], rozwa-
zana jest sytuacja odwrotna, tzn. pole E podlega eksponencjacji, natomiast koneksja A
pozostaje elementem algebry. Te dwa wybory mozna uznawaé¢ za dwie nierownowazne re-
prezentacje LQG, zwiazane z dwoma odmiennymi stanami proézni teorii. W przypadku stan-
dardowego podejscia (eksponencjacja A) mamy do czynienia z tak zwana proznia Ashtekara-
Lewandowskiego |0) 47, opisujaca stan o zerowej objetosci, natomiast nowy stan prozni |0) gr
(dla przypadku eksponencjacji F) odpowiada konfiguracji geometrii o statej krzywiznie.

Naturalnym, kolejnym krokiem wydaje sie rozwazanie sytuacji w ktorej zaréwno pole
E jaki i A podlegaja eksponencjacji. W przypadku takim, przestrzen fazowa przypada-
jaca na link sieci spinowej ma posta¢ I' = SU(2) x SU(2). Przestrzen fazowa jest wiec
zwarta. Mozliwos¢ takiego uogolnienia LQG zostala zasugerowana w pracy [17] i wstep-
nie przedyskutowana na przypadku modelu 2 + 1 wymiarowego. Warto tu zaznaczy¢, ze w
celu skonstruowania takiej teorii nalezy sobie poradzi¢, miedzy innymi, z kwestia mozliwych
rozbieznosci w podczerwieni. Mianowicie, grupa SU(2) pozwala na wktady od dowolnych
nieredukowalnych reprezentacji numerowanych przez s = 7, gdzie n € NU {0}. Poniewaz
pole powierzchni przestrzeni fazowej dla stanu charakteryzowanego liczbg kwantowa s roéwne
jest Argz = 4whs, wielkos$¢ ta moze dazy¢ do nieskoriczonosci dla s — oo.

Jak pokazano na poziomie modeli nizej wymiarowych (2+1), nieograniczonos¢ s prowadzi
do rozbieznosci w podczerwieni, zwanych spikeami [17]. Rozbieznosci takie, w szczegolnosci
obserwuje sie w modelu Ponzano-Regge. Na poczatku lat 90-tych ubieglego wieku, wy-
kazano jednakze, najpierw w ramach rozwazan matematycznych (model Turaev-Viro) po
czym w pracy S. Mizoguchi oraz T. Tada [33|, Ze rozbieznosci te mozna usunaé¢ wprowa-
dzajac q-deformacje do grupy SU(2), otrzymujac SUy(2), ktorej przypadek z q € R zostal
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wprowadzony w pracach [34].

Obecnos$é deformacji z q # 1, prowadzacej do maksymalnej dopuszczalnej wartosci
5 = Smax, Usuwa tym samym rozbieznosci podczerwone teorii. Co wiecej, w modelach 2 + 1
wymiarowych udalo sie pokazaé¢, ze parametr deformacji ¢ jest zwiazany ze stalg kosmolo-
giczng A poprzez relacje q = ¢ W pracy [PP2], wraz z dr Michalem Artymowskim,
pokazalismy, ze relacja ta jest spelniona réwniez w przypadku (3+1) wymiarowym i wiaze
sie z kwantowa natura horyzontu kosmologicznego.

Krokiem posrednim w drodze do skonstruowania teorii grawitacji ze zwartymi prze-
strzeniami fazowymi pol, jest wprowadzenie zwartosci przestrzeni fazowej na poziomie mo-
deli minisuperspace. Najprostszym przyktadem takiego uktadu jest model kosmologiczny
Fiedmanna-Robertsona-Walkera, posiadajacy tylko jeden grawitacyjny stopien swobody -
czynnik skali a, lub wyrazona przez niego, wprowadzona wczesniej zmienng q. W przypadku
klasycznym, mamy do czynienia z forma symplektyczna w = dp A dq, ktéra bedziemy chcieli
uogoblni¢ do postaci odpowiadajacej zwartej przestrzeni fazowej. Dla zobrazowania tej pro-
cedury, postuzmy sie, dyskutowanym wczesniej, przypadkiem sferycznej przestrzeni fazowej

S?, dla ktorej, wyrazenie zmiennych katowych w nastepujacy sposob:

= 93
6 = Lol (93
T 4q
- .9 4
5t x € (0,m), (94)
tak, ze S = R R,, prowadzi do formy symplektycznej w postaci:
_ 4q
W = cos (—) dp A dg. (95)
Ry

Poniewaz chcielibysmy skoncentrowaé¢ tutaj naszg uwage jedynie na czesci grawitacyjnej
(przypadek materii ze zwarta przestrzenia pola byl dyskutowany w poprzednim rozdziale
4.3.7), rozwazmy model FRW (k=0) jedynie ze stata kosmologiczna A, czyli na modelu de

Sittera z zerowa krzywizna. Modelowi takiemu, odpowiada klasycznie hamiltonian:

3 A
H = Ngq (—ZHPQ + ;) ; (96)

co odpowiada réwnaniu (40) z p = % Najprostszym sposobem uogoélnienia klasycznego

Hamiltonianu do przypadku sferycznej przestrzeni fazowej jest dokonanie zamiany:

P — Pps :22—2 Ry sin (}%)cos (ng> (97)
gs = —2% — Rysin (L (98)
q gqs ‘= Rl — 112 RQ )
ktora przeprowadza hamiltonian (96) do postaci
S.[3 S A
Hoe = N=2 A
STUR {4’"””35 n] ’ (99)



tak, ze Hg — Hgr w granicy Ry, R — co. W oparciu o hamiltonian (99) mozemy wypro-

wadzi¢ zmodyfikowane réwnanie Friedmanna w nastepujacej postaci:

AR

gdzie ustalono cechowanie N = 1 oraz wprowadzono parametr § := AA = %#. Rozwiazania
rownanie (100) maja nieosobliwa posta¢ i mozna je otrzymac¢ w sposob analityczny. Opisuja
one potaczone ze sobg fazy (wykladniczej) ekspansji oraz kontrakeji de Sittera, poltaczone
poprzez faze rekolapsu, podczas ktorego zmienna g (objetosé) osiaga maksymalna wartosé
Gmax = % arccos(2d — 1).

Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w [H1]|, przypadek sferycznej przestrzeni
fazowej redukuje si¢, w granicy Ry — 00, do modelu z cylindryczna przestrzenia fazowa,

dyskutowanego w rozdziale 4.3.4. Przedstawiono to graficznie na Rys. 6.

R2/‘ R2—>OC _______
— — . [
R, = const R, = const I‘"
q

Rysunek 6: Przejscie pomiedzy sferycznag przestrzenia fazowa a cylindryczna przestrzenia

fazowa, zwiazana z polimeryzacja.

W granicy Ry — oo, algebra so(3) zmiennych .S; upraszcza sie do postaci:

o) (£)} -
o (2)} o= (2):
pon(@)}- A (g) e

co odpowiada przestrzeni fazowej S' x R. Réwnoczesnie, hamiltonian (99) przyjmuje postac:

3k sin? (A A
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gdzie, wprowadzona zostata skala polimeryzacji A := R% tak, ze w granicy Ry — oo odzy-
skiwany jest klasyczny hamiltonian Hggr. Wyrazenie (104) jest rownowazne temu rozwaza-
nemu w kontekscie LQC (réwnanie (41)). Rozwazajac rownanie Friedmanna (100) w granicy

Ry — 00 otrzymujemy:

2 A
3

H (1-90). (105)

gdzie § = AA = %ﬁ € [0,1]. Obecnos¢ tej maksymalnej dopuszczalnej wartosci stalej
kosmologicznej A = A, w modelach petlowej kosmologi kwantowej byta dyskutowana w
moich wezesniejszych artykutach [P14, P17, P30].

Kolejnym krokiem, wychodzacym juz poza ramy dyskutowanych tutaj wynikow bedzie
zaréwno zbadanie kwantowej wersji przedstawionego tu modelu jak i wykorzystanie zdoby-
tego przy jego analizie doswiadczenia w celu podjecia proby opisu systemu grawitacyjnego z
duza (dazaca do nieskoniczonosci) liczba stopni swobody. Badania te sa obecnie prowadzone

i juz wykazaly istnienie dobrze okreslonej wersji kwantowej prezentowanego tu modelu.

4.3.9 Podsumowanie

Zaprezentowane tu wyniki przedstawiajg roézne aspekty nieliniowosci przestrzeni fazowych w
kontekscie oddziatywan grawitacyjnych. Choé¢ przedstawione kierunki wymagaja dalszych
poglebionych badan, juz na tym etapie zaczyna sie z nich wytania¢ pewien cato$ciowy obraz.
Probe syntezy podjeto w pracy [H2|, w ktorej pokuszono sie o zbudowanie mapy relacji
pomiedzy réznymi aspektami oddzialywan grawitacyjnych, w szczegdélnosci tych majacych
zwiazek z nieliniowo$cia przestrzeni fazowych. Relacje te, zawierajace rowniez obszary nie
dyskutowane tutaj, zawarto na Rys. 7.

Na tej podstawie, mozemy dokonaé¢ nastepujacego podsumowania: Zwartos¢ przestrzeni
fazowych jest pozadang cecha teorii fizycznych, gdyz odpowiada semi-klasycznym opisom
uktadow kwantowych charakteryzujacych sie skonczenie wymiarowymi przestrzeniami Hil-
berta. Zwartos¢ przestrzeni fazowych pozwala uniknaé¢ wielu probleméw teorii z afinicznymi
przestrzeniami fazowymi, takich jak osobliwosci. Wynika to z faktu, iz zwartos¢ przestrzeni
fazowych narzuca ograniczenia na wartosci zmiennych fazowych, uniemozliwiajac ich dazenie
do nieskoriczonosci. Szczegdlnie interesujacy jest przypadek sferycznej przestrzeni fazowej,
pozwalajacy wyrazi¢ dynamike poél o przestrzeniach afinicznych jako graniczny przypadek
dynamiki systemoéw spinowych. Korespondencje taks przebadano doktadnie na przypadku
pola skalarnego w pracach [H1,H4,H6|. Warto tu podkresli¢, ze jednymi z zaobserwowa-
nych efektéw nieliniowosci przestrzeni fazowych pél jest modyfikacja relacji dyspersji dla
czastek, g-deformacje algebr operatoréow oraz wystepowanie modyfikacji relacji nieoznaczo-
noéci. Efekty tego typu sa powszechnie rozwazane w kontekscie uchwycenia zjawisk fizyki
na skali Plancka.

Jak nastepnie podkreslono, czesciowa zwartos¢ przestrzeni fazowych spotykamy juz od
lat w opisie oddzialywan grawitacyjnych w ramach petlowej kosmologii kwantowej i petlo-

wej grawitacji kwantowej. W szczegoélnosci, tak zwane kwantowanie polimerowe wprowadza
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Rysunek 7: Wybrane zaleznosci pomiedzy réznymi aspektami podejsé do kwantowej grawi-

tacji, dyskutowanymi w [H2].

(na poziomie semiklasycznym) periodyfikacje przestrzeni fazowej, nadajac jej ksztalt cylin-
dra. Konsekwencje takiej przestrzeni fazowej dla kwantowej dynamiki kosmologicznej oraz
dla pierwotnych zaburzen inflacyjnych przedyskutowano w pracach [H9,H10]. Miedzy in-
nymi, rozwazania dotyczace zaburzeri kosmologii petlowej doprowadzity do obserwacji, ze
nieliniowos¢ przestrzeni fazowej prowadzi do deformacji symetrii teorii grawitacji. Przejawia
sie to poprzez deformacje tak zwanej algebry deformacji hiperpowierzchni. W szczegblno-

Sci, dla przypadku cylindrycznej przestrzeni fazowej zaobserwowano efekt zmiany sygnatury
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metryki. Efekt ten wymusza zrewidowanie rozwazan dotyczacych zagadnienia warunkow
poczatkowych w kosmologii wezesnego wszech$wiata. Zagadnieniu temu, jak i probie zrozu-
mienia tego efektu na bazie rozwazan systemoéw ze spontanicznym tamaniem symetrii po-
$wiecono prace [H7]. Badania te doprowadzilty do wprowadzenia nowego typu zagadnienia
poczatkowego w kosmologii, opartego na metodzie charakterystyk.

Algebra deformacji hiperpowierzchni opisuje symetrie ogdlnej teorii wzglednosci, czyli
niezmienniczo$¢ wzgledem lokalnych dyfeomorfizméw. Jak pokazano w przypadku LQC,
wprowadzenie nieliniowosci przestrzeni fazowej moze prowadzi¢ do deformacji tej algebry, z
zachowaniem liczby generatorow symetrii. Jak wiadomo, szczegdlnym przypadkiem HDA,
odpowiadajacym deformacjom liniowym, jest algebra Poinacé. W pracach [H3] i [H8] pod-
jeto probe wyprowadzenia postaci algebry Poincaré wynikajacej z petlowo zdeformowane;j
algebry deformacji hiperpowierzchni. Pokazano, ze otrzymana algebra moze przewidywac
modyfikacje relacji dyspersji. Na tej podstawie, narzucono réwniez wiezy obserwacyjne na
skale energii zwigzana z deformacja. Zbadano réwniez proces dyfuzji, wykazujac przejawianie
sie (na poziomie wymiaru spektralnego) efektu tak zwanej ciszy.

Rozwazanie te pokazaly, ze nieliniowo$¢ przestrzeni fazowej grawitacyjnych stopni swo-
body propaguje si¢ na wtasnosci lokalne przestrzeni i relacje dyspersji dla czastek oraz geo-
metrie ich przestrzeni pedow. Efekty tego typu sa obiektem szerokich badan w zakresie fe-
nomenologii kwantowej grawitacji, w szczegolnosci w podejéciu zwanym wzgledna lokalnosé.
Na podstawie przeprowadzonych badan mozna dojs¢ do wniosku, ze rozwazana w tym po-
dejsciu nieliniowos¢ przestrzeni fazowej czastek moze byé zwigzana zaréwno z nieliniowo$cia
przestrzeni fazowej pola ktorego ta czastka jest elementarnym wzbudzeniem lub tez by¢ kon-
sekwencja nieliniowosci przestrzeni fazowej pola grawitacyjnego i w konsekwencji deformacji
symetrii czasoprzestrzennych. Nieliniowos$¢ przestrzeni fazowych pozwala wiec zunifikowaé
wiele z efektow ktore sg czesto rozwazane niezaleznie w badaniach nad kwantowsa grawitacja,
takich jak: modyfikacje zasady nieoznaczonosci, ¢g-deformacje, modyfikacje relacji dyspersji
czastek, zakrzywienie przestrzeni pedow czastek, deformacje symetrii czasoprzestrzennych,

usuwanie osobliwosci, zmiana sygnatury metryki, czy tez redukcja wymiarowa.
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5 Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo - badaw-

czych (artystycznych).

5.1 Okres studiéw magisterskich (2003-2008)

Ukierunkowanie mojej pracy badawczej na zagadnienia zwigzane z kosmologia i grawitacja
kwantowa nastapito juz na pierwszych latach studiéw na kierunkach Fizyka oraz Astronomia
na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej Uniwersytetu Jagielloriskiego. Na-
stapilo to za sprawa, rozpoczetej na drugim roku studiéw, wspotpracy z Profesorem Markiem
Szydtowskim. W ramach tej wspotpracy, w okresie studiéw magisterskich powstato kilka pu-
blikacji. Pierwsza z nich, napisana wspoélnie z dr Tomaszem Stachowiakiem, dotyczyta opisu
galaktycznego rozktadu ciemnej materii jako kondensatu Bosego-Einsteina ultralekkich ak-
sjonow [P18]. Kolejna praca dotyczyla propozycji wykorzystania pierwotnych grawitonow
do testowania petlowej kosmologii kwantowej [P31]. Byla to pierwsza publikacja ktora
podjeta kwestie pierwotnych fal grawitacyjnych w petlowej kosmologii kwantowej (LQC).
Rozwazania te byly kontynuowane dla przypadku fazy superinflacji w LQC [PP7]. W ko-
lejnej publikacji, znalezliémy szereg analitycznych rozwiazan w petlowej kosmologii kwan-
towej [P30]. Kontynuacja badan w obszarze petlowej kosmologii kwantowej byto zbadanie
niejednoznacznosci modyfikacji pochodzacych od holonomii koneksji Ashtekara. Badania te
ujawnity mozliwosé istnienia szczegdlnego typu osobliwosci w petlowej kosmologii kwantowej
[P29]. Wraz z prof. Szydlowskim oraz dr Orestem Hrycyna dokonaliSmy nastepnie szczego-
towej analizy dynamiki tego typu modeli [P26]. Na podstawie moich badan dotyczacych fal
grawitacyjnych w petlowej kosmologii kwantowej powstata praca magisterska na kierunku
Astronomia: “Fale grawitacyjne w petlowej grawitacji kwantowej" (promotor: prof. Marek
Szydtowski). Czes¢ wynikow stanowiacych wktad do tej pracy zostaly opublikowanych w
mojej jednoautorskiej publikacji [P27]. Jednoczesnie, obroniona zostala praca magisterska
pt. “Kosmologia petlowo-strunowana kierunku Fizyka teoretyczna, przygotowana pod opieka
prof. Jerzego Jurkiewicza. Cze$¢ wynikéw przedstawionych w tej pracy zostato opubliko-
wane w pracy [P28]. Waznym okresem w czasie studiow magisterskich byta réwniez ponad

dwuletnia wspotpraca z prof. Jerzym Smyrskim w zakresie symulacji pél magnetycznych do
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komor dryfowych w eksperymencie PANDA w osrodku GSI w Darmstadt. Wyniki moich
symulacji przedstawialem na konferencjach organizowanych tym osrodku. Ponadto, w ra-
mach szkotly letniej w tym osrodku prowadzitem badania nad poprawkami do mas mezonéw
w ramach chiralnej teorii zaburzen (ChPT). Projekt ten, ktorego efektem byta praca “Fourth
order corrections to the masses of the lightest hadrons from Chiral Perturbation Theory”
realizowatem pod kierunkiem prof. Matthiasa Lutza. W trakcie studiow magisterskich re-
alizowatem rowniez, miedzy innymi, projekt dotyczacy dynamiki spindéw czarnych dziur w
aktywnych jadrach galaktyk w ramach praktyk w CAMK PAN, pod opieka prof. Marka Si-
kory. Warto réwniez dodaé, ze w ramach studiéw magisterskich, jeden semestr realizowatem

na Uniwersytecie w Kopenhadze (w ramach programu Erasmus).

5.2 Okres studiow doktoranckich (2008-2012)

Glownym celem mojej pracy doktorskiej byto skonstruowanie konsystentnej teorii zaburzen
kosmologicznych w ramach petlowej kosmologii kwantowej. Cel ten udalo sie zrealizowaé, a
zbudowang kwantowsq teori¢ zaburzen skalarnych uwazam za jedno z moich dotychczasowych
najwiekszych osiagnie¢ naukowych. Wyniki odno$nie zaburzen skalarnych, uzyskane wraz
z moimi francuskimi wspotpracownikami prof. Aurelienem Barrau, dr Thomasem Caille-
teau, dr Julienem Grainem zostaly opublikowane w artykule [P11], cytowanym dotychczas
163 razy (wedlug bazy SPIRES). W tym samym skladzie powstal rowniez artykut doty-
czacy zaburzen wektorowych [P12]. Wyniki przedstawione w tych publikacjach stanowity
istotny wktad do mojej pracy doktorskiej “Perturbations in loop quantum cosmology,” kto-
rej opiekunem byt prof. Marek Szydtowski. Wyniki obliczeri przeprowadzonych w tej pracy
otworzyty nowy obszar badar, ktorym zajmowalem sie przez kolejne lata. W szczegdlnosci,
skonstruowana przez nas teoria przewidziata istnienie efektu dynamicznej zmiany sygnatury
czasoprzestrzeni przy gestosciach energii osiagajacych skale Plancka (co opisalem w pracy
[K4]) oraz fazy asymptotycznej ciszy (co dyskutuje w pracy [K3]).

Ponadto, w mojej jednoautorskiej publikacji [P24] przeprowadzitem szczegotowa analize
generacji fal grawitacyjnych w LQC. W pracy [P10] wykazatem zas mozliwosci fazy inflacji
typu slow-roll w petlowej kosmologii kwantowej oraz wskazalem na mozliwos¢ testowania
tej teorii z wykorzystaniem mikrofalowego promieniowania tta. W wyniku kontynuacji tych
badan, w szczegdlnosci w kontekscie pierwotnych fal grawitacyjnych, powstat artykut [P20].
Wyprowadzone w nim widma mocy dla zaburzen tensorowych zostaly ograniczone z wyko-
rzystaniem danych CMB w pracy [P16]. Ograniczenia na modele LQC z wykorzystaniem
mikrofalowego promieniowania tta zaprezentowano rowniez w artykule [P19]. W pracy tej
wykorzystano m.in. metode rozrézniania modeli w $wietle danych obserwacyjnych w oparciu
o twierdzenie Bayesa. Podejscie to w kontekscie kosmologicznym przedyskutowano szerzej w
artykule [P2]. W pracy [P15] zaproponowalem natomiast nowa metode wyznaczania tem-
peratury kosmologicznej fazy reheatingu z wykorzystaniem obserwacji CMB. Zas w artykut
[P10] wykorzystano dane CMB do ograniczenia efektu wygladzania zaburzeni kosmologicz-

nych, ktére moga by¢ zwiazane z fizyka na skali Plancka. Moje rozwazania dotyczace petlowej
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kosmologii kwantowej dotyczyly rowniez wprowadzenia potencjatu pola skalarnego prowa-
dzacego do barotropowego rownania stanu (artykul [P25]) jak rowniez dynamiki modeli z
dodatnia krzywizna (artykut [P23]). W artykule [P22] zbadano natomiast kosmologiczne
konsekwencje polimeryzacji pedu pola skalarnego. Wraz z prof. Wlodzimierzem Piechockim
dokonali$my natomiast szerokiej analizy modeli petlowej kosmologii kwantowej, wykorzystu-
jac podejscie bazujace o zredukowang przestrzen fazowa (artykuty [P17,P14,P13,P9]). W
szczegolnosci, prace te dyskutuja takie kwestie jak: rozwigzywanie wiezéw, wprowadzanie
obserwabli, zagadnienie tzw. kosmicznej amnezji, ewolucja kwantowa nieosobliwych modeli

kosmologicznych i problem czasu w kosmologii kwantowej.

5.3 Okres po doktoracie

Okres po doktoracie cechowal sie bifurkacja moich naukowych zainteresowan na badania
w zakresie fizyki teoretycznej (kontynuacja dotychczasowych badan) oraz na obszar badarn
interdyscyplinarnych (eksploracja nowych kierunkéw). Ponizej, podsumuje te dwa obszary

osobno, nie uwzgledniajac wynikow stanowiacych wktad do osiagniecia habilitacyjnego.

5.3.1 Fizyka teoretyczna (bez wynikow stanowiacych wklad do osiagniecia ha-

bilitacyjnego)

W okresie po doktoracie, kontynuowatem realizacje programu badawczego zwigzanego z za-
burzeniami kosmologicznymi w petlowej kosmologii kwantowej. W szczegdlnosci, powstata
zaproszona praca przegladowa [P8], dotyczaca mozliwosci testowania efektow LQC. Analize
widm zaburzen skalarnych w petlowej kosmologii kwantowej przeprowadzono za$ w publika-
cji [P7]. Natomiast, korzystajac z whasnosci fazy kosmicznej ultralokalnej w LQC, zapropo-
nowalismy wprowadzenie “cichych” warunkéw poczatkowych dla zaburzeri kosmologicznych
(artykut [P3]). Wraz z moim magistrantem powstata praca [P1], dotyczaca znaczenia fazy
ultralokalnej i jej zwigzku z tak zwana faza crumpled, ktora obserwowana jest np. w ramach
kazualnych dynamicznych triangulacji (CDT). Znaczenie kosmologiczne fazy crumpled i jej
zwiazek z krytycznoscia przeanalizowatem w pracy [P5]. Natomiast, w artykutach [P4,K1]
podjatem pierwszg préobe narzucenia ograniczenn obserwacyjnych na przewidywania CDT.
W publikacji [P6] zaprezentowano metode systematycznego wprowadzenia rozwiniecia typu
slow-roll w petlowej kosmologii kwantowej. W zawierajacej oryginalne wyniki pracy konfe-
rencyjnej [K2] przyprowadzono analize statystyki wartosci wtasnych dla prototypu kwan-
towe]j wersji kosmologicznego modelu Bianchi IX. W preprincie [PP2] zaproponowano me-
chanizm generacji pierwotnej jednorodnosci kosmologicznej, bazujacy na kwantowej naturze
horyzontu kosmologicznego.

Ponadto, aktualnie rozwijam nowatorski kierunek badawczy zwiazany z wykorzystaniem
komputeréow kwantowych do symulowania fizyki na skali Plancka. Badania w tym obszarze
rozpoczatem w drugiej potowie roku 2017-tego. Doprowadzily one dotychczas do wynikéw
ktore opisuje w trzech preprintach [PP5,PP3,PP1]. W ramach tego kierunku badawczego

zawigzano w 2018-tym roku miedzynarodowe konsorcjum QISS (The Quantum Informa-
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tion Structure of Spacetime) ktorego jestem jedynym czlonkiem w Polsce. Jako czlonek
Management Committee uczestnicze réwniez w projekcie COST pt. “Quantum gravity phe-

nomenology in the era of multi-messenger approach”.

5.3.2 Aktywnosé interdyscyplinarna i popularyzatorska

W okresie po doktoracie, zdecydowatem sie w szerszym zakresie rozwinaé¢ moje zaintereso-
wania badaniami na pograniczu wielu dyscyplin oraz aktywno$é¢ zwiagzana z propagowaniem
nauki.

Pod koniec 2012-tym roku zostatem finalista interdyscyplinarnego-popularyzatorskiego
konkursu INTER, organizowanego przez Fundacje na rzecz Nauki Polskiej. W ramach tego
programu zaprezentowalem projekt “Wszechswiat i Zycie"dotyczacy kilku fizycznych aspek-
tow zwiagzanych z powstawaniem oraz rozpowszechnieniem zycia we Wszechswiecie. Wyniki
zwigzane 7z zagadnieniami astrobiologicznymi prezentowalem m.in. w wystapieniu “Astro-
biological complexity,” na konferencji Biological Complexity in Cracow, 10-12 V 2013. Z
kolei, w 2014-tym roku bytem jednym z czterech organizatoréw kontynuacji ten konferencji -
Biological Complexity in Cracow 2. W wyniku rozwazan nad, majacymi kluczowe znaczenia
dla Zycia, wzrostem zlozonosci oraz procesami nieréwnowagowymi powstal esej [PP6]. Pod
moja opieka, powstata rowniez praca magisterska “Non-equilibrium systems and growth of
complexity” Pana Michata Mandrysza, obroniona na WFAIS UJ w 2017-tym roku [M1].

W 2013-tym roku, razem z dr Piotrem Warcholem, zainicjowaliSmy interdyscyplinarny
projekt badawczo-edukacyjny Garaz Ztozonosci (www.garageofcomplexity.com), realizowany
na WFAIS UJ. W ramach tej dziatalnosci, staramy sie stworzy¢ warunki umozliwiajace za-
angazowanym studentom rozwija¢ ich wlasne nowatorskie pomysty badawcze, dzieki czemu
moga oni zdobywa¢ doswiadczenie w interesujacych ich dziedzinach nauki i techniki. Oprécz
realizacji pomystéow badawczych, nasza aktywnos¢ ma na celu: ksztaltowanie umiejetnosci
pracy zespotowej mtodych naukowcow, umozliwienie swobodnej wymiany idei naukowych i
doswiadczen pomiedzy studentami i pracownikami naukowymi, stymulowanie interdyscypli-
narnosci oraz rozwijanie odwagi naukowej i przedsiebiorczosci spotecznej. Projekt ktéorym
zainicjowaliémy badawcza dziatalnosé¢ Garazu Ztozonosci dotyczyl tworzenia tréojwymiaro-
wych hodowli komérkowych z wykorzystaniem druku 3D. Kolejny projekt ktorego realiza-
cje zainicjowalem i koordynuje od korica 2013-tego roku dotyczy biodruku 3D. Badania te
doprowadzily do opracowania biokompatybilnego materiatu do biodruku 3D oraz do skon-
struowania prototypu biodrukarki. Uzyskane wyniki byly prezentowal na konferencji In-
zynieria Przysztosci 2015-tym rok, ktorej towarzyszy publikacja [K5]. Pod moja opieka
przygotowana zostala praca licencjacka ,Hydrozelowy druk 3D w zastosowaniach biome-
dycznych,” obroniona w 2018-tym roku na WFAIS UJ przez Pania Magdalene Chmielew-
ska [L1]. Wraz z Grzegorzem Gazdowiczem, opracowalismy mikrofluidyczny uktad pe3dish
(www.peddish.com) ktory jest przedmiotem zgloszenia patentowego P.417527 w Urzedzie
Patentowym RP. W 2017-tym roku zrealizowalem projekt wystania (z terenu Kampusu UJ)

balonu stratosferycznego z eksperymentem astrobiologicznym. Projekt ten zostal opisany i
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rozwiniety w pracy licencjackiej “Projekt astrobiologicznej misji stratosferycznej” obronionej
w 2018-tym roku na WFAIS UJ przez mojego licencjata Pana Jakuba Lubariskiego [L2].
7 badaniami tymi zwiazana jest koncepcja nanosatelity biofarmaceutycznego, ktorg wraz z
dr Adamem Zadroznym zaproponowalismy w pracy [PP4]. W ramach Garazu Ztozonosci,
zorganizowaliSmy trzy interdyscyplinarne konferencje, ktérych bylem wspoétorganizatorem.
Istotna role odgrywa dla mnie rowniez popularyzacja nauki, w szczegdlnosci wynikéw
prowadzonych przeze mnie badan. Robie to zaréwno poprzez wygtaszanie wyktadéw popu-
larnonaukowych jak i poprzez artykuly popularnonaukowe [POP1-POP7]| oraz prowadzony
przeze mnie blog naukowy Science-Technology-Future (www.jakubmielczarek.com), na kto-

rym w 2018-tym roku napisatem 12 artykuléw popularnonaukowych.

5.4 Dane bibliometryczne

Podsumowujac, jestem autorem 41 (10 - jednoautorskich) publikacji naukowych dotyczacych
kwantowej grawitacji i kosmologii kwantowej opublikowanych w renomowanych czasopismach
fizycznych. Poza tym, jestem autorem pieciu prac konferencyjnych (3 - jednoautorskie) oraz
siedmiu preprintoéw (3 - jednoautorskie). Zgromadzona liczba cytowarn oraz indeks Hirscha
h to:

e 1056, h — 17 (baza SPIRES),
e 1185, h = 18 (baza Google Scholar),

e 700, h = 14 (baza Web of Science).
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