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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Karola Piotra Capaly
“Anomalous Stochastic Dynamics in the Underdamped Regime”

Rozprawa doktorska mgr Karola Piotra Capaty zostata przygotowana pod kierunkiem promotora
Prof. dr hab. Bartlomieja Dybca, Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej Uniwersytetu
Jagielloniskiego w Krakowie. Rozprawa ta stanowi zbior szesciu artykuléw naukowych, w ktérych
doktorant jest pierwszym autorem, wraz z liczaca 38 stron czescig opisowg dotyczaca zagadnien
rozwazanych w tych pracach. Artykuty opublikowane zostaly w renomowanych czasopismach
naukowych w latach 2019-2021, 4 artykuty opublikowane zostaly w czasopi$mie Chaos, po jednym

w Physical Review E oraz Journal of Statistical Mechanics.

Autor rozprawy analizuje procesy dyfuzji generowane przez szumy Levy’ego w polach opisywanych
potencjatami jedno- i wielodotkowymi, potencjaly wyrazone sa funkcjami potegowymi. Procesy te
opisane sa rownaniami Langevina i odpowiadajgcymi im réwnaniami Fokkera-Plancka-
Smoluchowskiego (FPS) z pochodnymi utamkowego rzedu. Szczegtowo badane s stany stacjonarne
w procesach nieprzettumionych (,,underdamped”), jak r6wniez przettumionych (,,overdamped”),

a takze procesy ucieczki z okreslonych obszarow oraz szybkosci przej$cia przez bariere potencjatu

w podwodjnej studni potencjatu. Analizujac te procesy wspomniane powyzej rownania rozwiazywane sa
gtéwnie przy zastosowaniu metod numerycznych, w pewnych przypadkach otrzymane zostaly

rozwigzania analityczne.

Cze$¢ opisowa rozprawy sklada sie z czterech rozdziatéw. W pierwszym, majgcym charakter wstepu,
opisane sg rownania Langevina oraz odpowiadajace im réwnania FPS w rezimach nieprzettumionym
i przettumionym. Przedstawiona jest numeryczna metoda Eulera-Maruyama generowania trajektorii

z réwnania Langevina przy wykorzystaniu metody Chambersa-Mallowsa-Stucka generowania alfa-
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stabilnych gestosci rozkladu zmiennej losowej. Wygenerowane trajektorie moga postuzy¢ do

wyznaczenia zaleznych od czasu gestosci prawdopodobieristw dla stanu dyfundujgcej czasteczki.

W rozdziale II opisane sg stany stacjonarne, osiggane w granicy nieskorficzonego czasu. Rozwazane sq
rozne wersje potencjatu opisywanego przez funkcje potegowe. Pokazane zostalo, ze dla potencjatu
wyrazonego funkcjq potegowa czwartego stopnia i dla szumu Cauchy’ego (co jest szczegélnym
przypadkiem szumu Levy’ego dla a=1) rozktad prawdopodobieristwa potozenia dyfundujacej
czasteczki w stanie stacjonarnym ma dwa maksima przy jednym minimum potencjatu. Wykazano, ze
dla potencjatu majacego charakter pojedynczej studni mozliwe jest wystepowanie wiecej niz dwéch
maksimow w funkcji gestosci prawdopodobieristwa dla procesu stacjonarnego P(x) zaleznej od
potozenia x. W rozwazaniach wykorzystany zostat fakt, ze maksima funkcji P(x) sg zgodne

z maksimami tzw. funkcji zakrzywienia zaleznej jedynie od potencjatu. Pokazano, ze mozna
wyznaczyC¢ symetryczny potencjat o zadanej multimodalnosci. Dobierajac odpowiedni potencjat

o charakterze pojedynczej studni potencjalu mozliwe jest nawet otrzymanie o$miomodalnego rozktadu
P(x). Wyniki te zostaly opublikowane w pracy (A.1) K. Capata, B. Dybiec, Multimodal stationary
states in symmetric single-well potentials driven by Cauchy noise, J. Stat. Mech. 033206 (2019).

W rozdziale tym rozwazone sg takze przypadki liniowego i nieliniowego czlonu thumienia
wystepujgcego w rownaniu Langevina. W przypadku liniowym zostato pokazane, ze w przypadku
stabego tumienia dla potencjalu wyrazonego wielomianem czwartego stopnia funkcja P(x) jest
jednomodalna podczas gdy dla duzego ttumienia ukazuje sie jej charakter bimodalny. Dla rozkladu
brzegowego zaleznego tylko od predkosci funkcja P(v) ma posta¢ rozkladu Cauchy’ego. Dokonana
zostata takze jakosciowa analiza procesu pojawienia sie bimodalnego stanu wraz ze wzrostem
wspotczynnika thimienia. Rozpatrzony zostat réwniez przypadek cztonu thimienia nieliniowego
wzgledem predkosci. Wyniki badan dotyczacych tych zagadnier zostaly opublikowane w pracach (A.2)
K. Capala, B. Dybiec, Stationary states for underdamped anharmonic oscillators driven by Cauchy
noise, Chaos 29, 093113 (2019) oraz (A.3) K. Capala, B. Dybiec, E. Gudowska-Nowak, Nonlinear
friction in underdamped anharmonic stochastic oscillators, Chaos 30, 073140 (2020). W pracy (A.2)
badano stacjonarne stany oscylatoréw anharmonicznych dla szumu Cauchy’ego dla réznych
potencjatow, Pokazano, Ze stany stacjonarmne silnie r6znig sie od rozkladu Boltzmanna-Gibbsa gdy

w pojedynczej studni potencjatu wystepuja multimodalne stacjonarne stany zalezne od thumienia.
Rozwazania oparte sq na numerycznych rozwigzaniach réwnania Langevina. Przy duzym ttumieniu

w studni potencjatu generowany jest multimodalny stacjonarny stan. Pokazano, ze stacjonarny stan
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w nieprzettumionym procesie z taka sama liczbg modéw jak w przypadku przettumienia. Dla
potencjalu parabolicznego stan stacjonarny jest jednomodalny. Prawdopodobieristwo znalezienia
czasteczki w poblizu minimum potencjahu jest wynikiem dziatania proceséw majacych nieco
przeciwstawny charakter: sity dzialajacej na czasteczke, generowanej przez ujemny gradient potencjatu
oraz wzglednie silnego pobudzania ruchu czasteczki generowanego przez szum Levy’ego.
Multimodalne stany stacjonarne w pojedynczej studni potencjatu wystepuja, gdy prawdopodobiefistwo
znalezienia czasteczki w poblizu minimum potencjatu jest mate. W pracy (A.3) uzyte sa symulacje
komputerowe do badania nieprzettumionego przypadku transportu czasteczek w pojedynczej studni
potencjatu gdy thumienie jest opisane nieliniowg funkcja. Pokazano, ze wzglednie latwo jest otrzymac
multimodalnosc dla rozktadu predkosci, w przeciwieristwie do podobnych obserwacji multimodalnosci
dla rozkladu przestrzennego. Pokazano takze, ze dla odpowiednio dobranego nieliniowego tlumienia

moze pojawic sig takze multimodalnos¢ rozktadu przestrzennego.

W rozdz. 11T rozwazane s3 problemy zwiazane z czasem pierwszego wyjécia z pewnego obszaru a takze
anomalna dyfuzja czasteczki w podwdjnej studni potencjatu. Odnosnie pierwszego zagadnienia
rozwazania skupiajg si¢ na wyznaczeniu Sredniego czasu pierwszego wyjscia z pewnego obszaru.

W ogodlnosci, Sredni czas wyjscia jest skoniczony dla skoficzonego przedziatu. Jednakze

w jednostronnie nieskoniczonym obszarze z duzym gradientem potencjatu dazacego do
nieskoriczonosci Sredni czas tez moze by¢ skoriczony, powiem taki potencjat praktycznie ogranicza
dostep do ,,odleglych” czesci ukladu. W przypadku ukladu nieprzethumionego wyznaczone zostaly
czasy ucieczki oraz predkosc i energia ucieczki czasteczki ze skonczonego obszaru. Wyniki badan
opisane w tym rozdziale zostaty opublikowane w artykutach (A.4) K. Capala, B. Dybiec, Internal Levy
flights in bounded domains, Chaos 31, 083120 (2021), (A.5) K. Capala, B. Dybiec, E. Gudowska-
Nowak, Peculiarities of escape kinetics in the presence of athermal noises, Chaos 30, 013127 (2020),
oraz (A.6) K. Capata, B. Dybiec, Underdamped anomalous kinetics in double-well potentials, Phys.
Rev. E 102, 052123 (2020). W szczegolnosci, w pracy (A.4) zbadana zostala kinetyka procesu
pierwszego wyjscia z ograniczonego obszaru, czyli predkos¢ i energia ucieczki z tego obszaru.
Pokazana zostala ich zalezno$¢ od warunkéw poczatkowych i indeksu a charakteryzujacego szum
Levy’ego. W pracy (A.5) wykazano, ze szum Levy’ego generuje proces ucieczki przez bariere
potencjatu ktdry zalezy nie od jej wysokosci (tak jak w przypadku szumu Gaussa), ale od szerokosci
bariery. W artykule (A.6) badane sa przejscia przez bariere potencjalu w podwdjnej studni potencjatu.

Dla matego szumu Levy’ego wspétczynniki przejscia dla procesu przethumionego zaleza od szerokosci
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bariery. Pokazano, ze dla procesu nieprzettumionego wspotczynniki przejscia zaleza zaréwno od
szeroko$ci potencjatu, jak i wysokosci bariery. W rozdziale IV znajduja sie wnioski koncowe, jak
rowniez krotkie rozwazania dotyczace mozliwosci wykorzystania otrzymanych wynikéw oraz
kierunkach dalszych badan.

Rozprawa zostala przygotowana bardzo starannie. Cze$¢ opisowa rozprawy dobrze wprowadza
czytelnika w podstawy modelowanych proceséw, stanowi ona wprowadzenie do lektury dotgczonych
artykutéw naukowych. Metodologia przeprowadzonych badan jest jasno przedstawiona. Autor
rozprawy dobrze definiuje zakres prowadzonych badan, ktdére odnosza sie do roznych aspektow dyfuzji
anomalnej w studniach potencjatu. Wysoko oceniam wyniki tych badan, zwlaszcza dotyczacych
multimodalnosci stanéw stacjonarnych (w szczegdlnosci pokazania mozliwos$ci konstrukgcji potencjatu
dla zadanej multimodalnosci), Sredniego czasu wyjscia z uktadu, a takze przejScia przez bariere
potencjalu. W tym ostatnim przypadku szczegdlnie interesujgce jest wykazanie, ze wspotczynniki
przejscia dla pewnych proceséw zalezg nie tylko od wysokosci, lecz takze od szerokosci bariery.

W mojej ocenie trudno dopatrzec sie w tej rozprawie stabych punktéw. Czytajac rozprawe
utwierdzitem si¢ w przekonaniu, ze badania prowadzone przez doktoranta mogg by¢ rozszerzone

i zastosowane do rozwigzania innych problemoéw dyfuzji anomalnej (co doktorant sugeruje

w rozprawie), a zaprezentowane wyniki mogg by¢ wykorzystane w opracowaniu nowych modeli
proceséw opartych na dyfuzji w studni potencjatu i dyfuzyjnych przejsciach przez bariery potencjatu.
W czasie obrony chciatbym pozna¢ poglad doktoranta na problem jak uwzglednienie potencjalow
generujacych stany multimodalne zmienia model reakcji chemicznych, zwtaszcza w odniesieniu do

,klasycznego” modelu Kramersa.

Podsumowujac, stwierdzam, Ze przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska mgr Karola Piotra
Capaly spelnia ustawowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim (zgodnie z Prawem o szkolnictwie
wyzszym i nauce, Dz. U. z 2020 r. poz. 85 z p6zn. zm.) i wnioskuje o dopuszczenie doktoranta do

dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Whioskuje takze o wyrdznienie rozprawy doktorskiej mgr. K. Capaly. W mojej ocenie doktorant pro-
wadzi badania naukowe na wysokim poziomie, publikujgc swe wyniki w renomowanych czasopismach

naukowych. Przedstawione wyniki badan sg nowe i w czeSci sprzeczne z intuicja, przyczyniajg sie one



do poglebienia wiedzy dotyczacej proceséw dyfuzji w studniach potencjahu. Wyniki te mogg by¢ wy-
korzystane w modelowaniu réznych proceséw dyfuzji anomalnej. Nadmienie, ze oprécz wymienionych
powyzej szesciu artykuléw naukowych (A.1)-(A.6), w ktérych Doktorant jest pierwszym autorem,

w spisie literatury umieszczonym w rozprawie mozna znalez¢ siodmy artykut Doktoranta opubliko-
wany w prestizowym czasopiSmie naukowym: K. Capala, A. Padash, A. V. Chechkin, B. Shokri,

R. Metzler, and B. Dybiec, Chaos 30, 123103 (2020).
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