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Wstep

Zalozenia i zakres tematyczny rozprawy

Motywacjg do podjecia badan prezentowanych w tej pracy byta che¢ zbadania zjawisk
powierzchniowych zachodzacych przy rozchodzeniu sie fal tetna w uktadzie tetniczym.
Najbardziej interesujgcg powierzchnia jest tu oczywiscie granica pomiedzy krwig a $ciang
naczynia. Problem ten wydaje sie mie¢ bardzo duze znaczenie praktyczne, poniewaz na tej
wtasnie granicy powstajg wyjatkowo grozne dla zdrowia zmiany chorobowe i/lub
degeneracyjne znane pod nazwg blaszki miazdzycowej. Wykryto, ze mechanizm ochrony
naczyn przed powstawaniem blaszki miazdzycowej zwigzany jest z reakcjami chemicznymi
zachodzacymi w poblizu $cian naczyn z udziatem m.in. prostacykliny [1]. Z powodu bardzo
szybkiego rozktadu jakiemu ulega ta substancja, jej wykrycie w roku 1976 uznano za
osiggniecie zastugujgce na nagrode Nobla [2]. Mechaniczne ruchy $ciany naczynia i krwi
w poblizu tej sciany z pewnoscig wptywajg na efektywna kinetyke zachodzgcych tam reakcji
chemicznych.

Obecna wiedza na temat funkcjonowania naczyh tetniczych pozwala wyrdzni¢ dwa
mechanizmy takich ruchow. Pierwszy to czynna reakcja naczynia na bodice pochodzace
z uktadu nerwowego a drugi zwigzany jest z biernymi odksztatceniami materiatu naczynia
poddanego zmiennym naprezeniom. Odksztatcenia takie rozprzestrzeniajg sie w materiale
w postaci fal mechanicznych. W podjetych w ramach tej pracy badaniach ograniczono sie do
ruchéw scian naczyn krwionosnych traktowanych jako elementy bierne. Nawet tak zawezony
program badan przedstawia znaczne trudnosci, obejmuje on bowiem dynamike granicy ciecz-
osrodek lepkosprezysty o geometrii zblizonej do wydrazenia w ksztatcie walca. Wtasnosci
reologiczne krwi i naczyn krwionosnych nie sg do korica poznane. Oprécz tego wydaje sie
istotne uwzglednienie warunkéw powstajgcych w wyniku zastgpienia fragmentu tetnicy
sztuczng proteza. Wsréd materiatow stosowanych do protezowania tetnic wymienia sie
auksetyki, tj. materiaty o ujemnym wspoétczynniku Poissona [3].

Obecna rozprawa streszcza wyniki moich prac nad poszczegdlnymi zagadnieniami istotnymi dla
zrozumienia mechanizméw ruchéw falowych w materiatach o wtasnosciach i geometrii
zblizonych do  wystepujgcych w  zarysowanych powyzej skrotowo problemach
hemodynamicznych. Wyniki tych prac zostaly juz czesciowo opublikowane. Ponizej
przedstawiam ich streszczenie.



Wazniejsze wyniki prac opublikowanych w czasie studiow doktoranckich

1.

D. Trzupek, M. Lepers, K. Jagielska, P. Zielinski, Dispersion and excitation of waves in
a model of artery: effect of surrounding tissues, Phase Transitions 79, 605 (2006)

W prostym modelu zaktadajacym cienkg sciane naczynia tetniczego zbadano wptyw
otoczenia tkankowego na podstawowe osiowosymetryczne mody fal tetna: mod Younga
i mod Lamba. Stwierdzono, ze amplituda modu Lamba okazuje sie znaczgco przewyzszac
amplitude modu Younga przy wzbudzeniach odpowiadajacych niektérym fizjologicznym
ruchom tetnicy. Wyznaczytem relacje dyspersji i parametry ttumienia dla modéw
osiowosymetrycznych, a takze dla najnizszych moddéw niewykazujacych tej symetrii, m.in.
dla modu zginajacego. Znalaztem stosunki amplitud moddw Lamba i Younga dla prostych
sposobéw ich wzbudzania.

K. Jagielska, D. Trzupek, M. Lepers, A. Pelc, P. Zielinski, Effect of surrounding tissue on
propagation of axisymmetric waves in arteries, Physical Review E 76, 066304 (2007)

W modelu analogicznym do uzytego w poprzedniej publikacji zbadano wptyw otoczenia
tkankowego na mod Younga, mod Lamba i mod skrecajacy. Stwierdzono m.in., ze czesto
pomijany w literaturze mod Lamba moze rozprzestrzeniaé sie na odlegtosci poréwnywalne
z wielkoscig narzagdéw wewnetrznych i dlatego moze odgrywaé nieznang dotad role
w procesach fizjologicznych. W tym celu wykonatem obliczenia zasiegu ttumienia
badanych moddéw. Wyznaczytem réwniez dla nich profile predkosci i relacje dyspersji.

P. Zielinski, D. Twardg, D. Trzupek, On surface waves in materials with negative Poisson’s
ratio, Acta Physica Polonica A 115, 513 (2009)

Zbadano dynamike ptaskiej powierzchni osrodka ciggtego pokrytego cienka warstwg
powierzchniowa. Osrodek modgt wykazywaé wspdtczynnik Poissona w dozwolonym
przedziale —1 < v < 1/2. Po raz pierwszy zaobserwowano tam izolowang prawdziwa fale
powierzchniowg w pasmie fal objeto$ciowych.

D. Trzupek, D. Twardg, P. Zielinski, Stress induced phononic properties and surface waves in
2D model of auxetic crystal, Acta Physica Polonica A 115, 576 (2009)

W modelu dwuwymiarowego auksetyka poddanego naprezeniu zewnetrznemu
stwierdzono zalezne od napreienia otwieranie sie przerwy wzbronionej (krysztat
fononiczny). Osrodek mogt wykazywac wspodtczynnik Poissona o dowolnej wartosci,
rowniez spoza przedziatu —1 <v < 1. Wyznaczytem pasma objetosciowe, relacje
dyspersji fal i rezonansdw powierzchniowych oraz powierzchnie powolnosci, a takze
opracowatem dynamike materiatu sprezystego poddanego zewnetrznym naprezeniom.

D. Twardg, D. Trzupek, P. Zielinski, Surface Dynamics and phononic properties of 2D model
of auxetic crystal, Acta Physica Polonica A 115, 579 (2009)

W modelu dwuwymiarowego auksetyka o polarnych elementach sktadowych stwierdzono
mozliwosé sterowania szerokoscig przerwy wzbronionej przez zmiane natezenia pola
zewnetrznego. Pokazano, ze dla wystarczajgco silnych pdl predkos¢ akustycznej fali
poprzecznej moze stac sie wieksza od podtuznej. Dla odpowiednio dobranych parametréw
powierzchni uzyskano izolowang prawdziwg fale powierzchniowg w obszarze pasma
objetosciowego. Opracowatem metode wyznaczania lokalnej gestosci standw na
podstawie odpowiedzi liniowej ukfadu.



6. D. Trzupek, P. Zielidski, Isolated True Surface Wave in a Radiative Band on a Surface of
a Stressed Auxetic, Physical Review Letters 103, 075504 (2009)

Skonstruowano realistyczny model auksetyka, w ktérym wystepujg wewnetrzne rotacyjne
stopnie swobody. Wykazano, ze dzieki przytozonemu naprezeniu wspdtczynnik Poissona
moze tam przyjmowac dowolne wartosci —oo < v < oo, Stwierdzono mozliwos¢ istnienia
prawdziwych fal powierzchniowych w pasmie objetosciowym (ITSW). Skonstruowatem
macierz dynamiczng dla badanego modelu poddanego zewnetrznemu naprezeniu oraz
wykonatem obliczenia powierzchni  dyspersji, lokalnej gestosci standéw oraz
wspoétczynnikdéw odbicia fal od powierzchni materiatu. Zaobserwowatem anomalie
wspotczynnika odbicia dla czestosci bliskich odpowiadajgcym falom ITSW.

7. D. Trzupek, P. Zielinski, Surface true and leaky waves in subsonic and supersonic regions,
Acta Physica Polonica A 117, 570 (2010)

W prostym modelu dwuwymiarowego osrodka ciggtego pokazano mozliwosé
wystepowania zarowno pod- jak i naddzwiekowych rezonanséw powierzchniowych.
Przedyskutowano znaczenie fizyczne fal ciekngcych przy pomocy eksperymentu
myslowego polegajgcego na przytozeniu rezonansowego wzbudzenia do powierzchni.

8. D. Trzupek, P. Zielinski, Fully symmetrical surface modes on the inner side of an elastic
cylinder, Phase Transitions, submitted (2010)

Zbadano zaleznos$¢ osiowosymetrycznych moddéw powierzchniowych w cylindrycznym
wydrazeniu w izotropowym osrodku ciggtym w zaleznosci od wspdtczynnika Poissona dla
catego jego przedziatu zmiennosci z uwzglednieniem obszaru auksetycznego. Stwierdzono
wystepowanie poddzwiekowych fal ciekngcych w takim uktadzie. Pokazano, ze analog fali
Rayleigha dla fal dtugich zmienia sie w fale objetosciowg ,muskajgcg” powierzchnie
(surface skimming bulk wave).

Uktlad i zawarto$¢ rozprawy

Z powyzszego przegladu uzyskanych wynikéw wida¢, ze badanie materiatéw mogacych mieé
znaczenie dla fizjologii tetnic doprowadzito do wykrycia szeregu zjawisk istotnych dla ogdlnej
wiedzy na temat zjawisk powierzchniowych. Za najciekawsze z tych zjawisk uwazam mozliwos¢
wystgpienia izolowanych ,prawdziwych”, tj. nieskonczenie dtugo zyjacych, fal
powierzchniowych (isolated true surface waves) w zakresie czestosci ,zarezerwowanym” dla
krotkozyciowych rezonanséw oraz — na odwrdét — rezonanséw powierzchniowych w zakresach
czestosci, w ktorych spodziewane sg prawdziwe fale powierzchniowe. Niniejsza rozprawa stara
sie wyjasnic istote tych zjawisk w sposdb mozliwie dostepny i przeglagdowy. W tym celu zostat
skonstruowany mozliwie najprostszy model, dla ktérego wiekszos¢ omawianych zjawisk mozna
opisa¢ w sposob analityczny. Model ten zostat przedstawiony w rozdziale 1. Zadaniem tego
rozdziatu jest przyblizenie uzywanych w dalszej czesci tej pracy metodologii i pojec.

Na przedstawiony w rozdziale 1 ukfad sktada sie pdtnieskoriczona ptaszczyzna zakonczona
brzegiem o zadanej gestosci liniowej umieszczonym w potencjale harmonicznym. W takim
uktadzie mogg rozchodzic¢ sie fale objetosciowe, a ze wzgledu na obecnos¢ powierzchni (w tym
wypadku jednowymiarowej), rowniez fale powierzchniowe. Dla prezentowanego ukfadu
zostaly wyznaczone pasma objetosciowe dla zadanej orientacji powierzchni oraz relacje
dyspersji fal powierzchniowych. Z reguty dla czestosci i sktadowej wektora falowego
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rownolegtej do powierzchni lezgcych poza obszarem pasm objetosciowych otrzymujemy
»prawdziwe” fale powierzchniowe natomiast wewngatrz pasma mozemy otrzymac rezonanse
powierzchniowe, tzw. fale cieknace (leaky waves). W przypadku tego modelu udaje sie nam
uzyskaé¢ rowniez fale ciekngce ponizej dolnej granicy pasma. Zjawisko takie znane byto
dotychczas na granicy ciecz — ciato stale [4]. W rozdziale tym przeanalizowana zostata
zaleznos¢ relacji dyspers;ji fal i rezonanséw powierzchniowych od parametréw modelu, a wiec
tez mozliwo$¢ wystepowania fal/ rezonanséw powierzchniowych dla danych wartosci uzytych
parametréw. W celu zbadania reakcji modelu na zaburzenie zewnetrzne wyznaczona zostata
zalezno$¢ lokalnej gestosci standw od czestosci i wektora falowego. Podjeta zostata préba
wyjasnienia istoty fal ciekngcych, ktéorym formalnie odpowiada rosngca do nieskoriczonosci
wartos$¢ odksztatcenia osrodka wraz z podgzaniem w gtgb osrodka.

Poniewaz wnetrze naczynia krwionosnego ma z dobrym przyblizeniem ksztatt wydrgzonego
cylindra, w rozdziale 2 zbadano dynamike powierzchni cylindrycznego wydrazenia
w tréjwymiarowym, jednorodnym i izotropowym osrodku ciggtym o wspédtczynniku Poissona
przyjmujacym wartosci w zakresie —1 <v < 1/2. Dla umozliwienia rozréznienia fal
objetosciowych i powierzchniowych, przyjeto nieskonczong grubos¢ warstwy wokot
wydrazenia. Wyznaczono relacje dyspersji i czasy zycia fal i rezonanséw powierzchniowych
w tym modelu w zaleznosci od osiowej sktadowej wektora falowego. Ze wzgledu na ched
zastosowania uzyskanych wynikéw w modelowaniu zachowania sie protez auksetycznych
(o ujemnym wspdtczynniku Poissona) przebadano zalezno$¢ wspomnianych wielkosci od
wspotczynnika Poissona z uwzglednieniem obszaru auksetycznego. Zaskakujagcym wynikiem
tego rozdziatu jest stwierdzenie catego szeregu rezonanséw powierzchniowych poza pasmami
fal objetosciowych. Zjawisko takie nie wystepuje na ptaskiej, niezaburzonej swobodnej
powierzchni osrodka. Cylindryczna geometria ukfadu jest przyczyng kolejnego ciekawego
efektu, jakim jest przeksztatcanie sie w granicy dtugofalowej akustycznych powierzchniowych
fal Rayleigha w objetosciowe fale ,muskajgce” powierzchnie (surface skimming bulk waves).

Rozdziat 3 pokazuje mozliwos¢ zaistnienia jeszcze ciekawszego zjawiska niz opisywanego
w  rozdziale poprzednim, mianowicie mozliwo$¢ otrzymania prawdziwych fal
powierzchniowych w obszarze pasma objetosciowego dla odpowiednio dobranych
parametréw powierzchniowych materiatu auksetycznego i odpowiednio dobranego naprezenia
wywieranego na materiat. Okazuje sie, ze dla fizycznej realizacji ujemnego wspotczynnika
Poissona przyblizenie osrodka sprezystego jest niewystarczajgce i nalezy uwzgledni¢ pewne
wewnetrzne stopnie swobody. Prezentowany tu model dwuwymiarowego auksetyka jest
oparty na stosowanym w literaturze modelu ztozonym ze sztywnych pretéw oddziatujacych za
posrednictwem sit sprezystych. Wychylenia katowe tych pretéw sg potrzebnymi
wewnetrznymi stopniami swobody. Uwzgledniono takze mozliwo$¢ naprezen zewnetrznych,
gdyz w istocie materiaty protetyczne sg zawsze poddane pewnym naprezeniom. Dla takiego
uktadu zostaty wyznaczone warunki stabilnosci oraz inne witasnosci statyczne w tym
anizotropia wspoéfczynnika Poissona w zaleznosci od naprezenia zewnetrznego. Badany uktfad,
okazat sie krysztatem fononicznym dla odpowiednio dobranego naprezenia zewnetrznego
a wielkoscig uzyskanej przerwy wzbronionej mozna sterowaé zmieniajgc naprezenie. Dla
prezentowanego uktadu po wprowadzeniu powierzchni wyznaczono pasma objetosciowe
i relacje dyspersji fal i rezonanséw powierzchniowych. Mozliwo$¢ wystepowania izolowanej
prawdziwej fali powierzchniowej zostata potwierdzona dodatkowo wyznaczeniem lokalnej
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gestosci stanéw powierzchniowych. Przedstawiono dalej rdwniez ciekawy efekt selektywnego
wzbudzania poszczegdlnych fal czgstkowych uzyskiwany przy odbiciu fal od powierzchni
rozpatrywanego osrodka, ktérym to efektem mozna sterowaé zmieniajgc naprezenie
zewnetrzne.

W ostatnim rozdziale 4 przedstawione zostaty wyniki uzyskane dla modelu tetnicy wypetnionej
krwig i otoczonej tkankg zewnetrzng. Tetnica jest tu modelowana jako sprezysta rura
cienkoscienna a krew jako niescisliwa ciecz newtonowska. Tkanka zewnetrzna jest
scharakteryzowana zespolonym modutem sprezystosci, a wiec jest osrodkiem
lepkosprezystym. Znaleziono posta¢ macierzy dynamicznej opisujgcej taki uktad dla warunkéw
brzegowych bez poslizgu (non-slip) i modéw odpowiadajgcych réznej symetrii. Dla najnizszych
moddéw o symetrii osiowej wyznaczono relacje dyspersji oraz profile predkosci cieczy.
Obliczono zasieg ttumienia bedgcy odwrotnoscia czesci urojonej wektora falowego
i wskazujacy na szybkos¢ zaniku z odlegtoscia danego modu. Wyniki wskazujg, ze
zaniedbywany w literaturze tzw. mod Lamba moze rozchodzi¢ sie na odlegtosci porownywalne
z wielkoscig narzadow wewnetrznych cztowieka dla fizjologicznych parametréw tkanki
otaczajgcej naczynie tetnicze. Zbadano réwniez proporcje amplitud wzbudzonych modéw, co
doprowadzito do wniosku, ze dla pewnych rodzajéw wzbudzen wspomniany, czesto pomijany,
mod Lamba moze sie wzbudzac z amplitudg przewyzszajgcg amplitude podstawowego modu
fal tetna znanego jako mod Younga. Obiecujgcy wydaje sie fakt, ze nadanie wartosci ujemnej
wspoétczynnikowi Poissona $ciany naczynia prowadzi do zmniejszenia predkosci modu Younga,
tj. dziata w kierunku przeciwnym do zmian chorobowych i degeneracyjnych.
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Rozdzial 1

Fale i rezonanse powierzchniowe:
Wiasnosci ogélne i prosty model

Obecnos¢ powierzchni sprawia, ze niezmienniczos$¢ translacyjna materiatu w kierunku do tej
powierzchni prostopadtym zostaje zniesiona. Przestaje zatem w tym kierunku obowigzywa¢d
twierdzenie Blocha. Oznacza to, ze zbidr standw witasnych uktadu z powierzchnig nie jest juz
ograniczony do fal ptaskich z rzeczywistymi wektorami falowymi pochodzacymi z pierwszej
strefy Brillouina. Kiedy powierzchnia jest ptaska, uktad wykazuje najczesciej periodycznos$é
w kierunkach réwnolegtych do powierzchni i wtedy — takze w mysl twierdzenia Blocha — kazdy
stan wtasny jest falg ptaskg o rzeczywistym wektorze falowym réownolegtym do powierzchni
pochodzgcym z dwuwymiarowej pierwsze] strefy Brillouina. Wektory falowe fal Blocha muszg
by¢ rzeczywiste, aby zapewni¢ skorficzong warto$¢ rozwigzan problemu wtasnego w catym
nieskonczonym obszarze zajmowanym przez idealnie periodyczny materiat. Rozwigzania
z zespolonymi wektorami falowymi stajg sie natomiast dopuszczalne w obecnosci powierzchni.
Dzieje sie tak wtedy, gdy amplitudy opisywanych przez nie fal malejg przy posuwaniu sie
w gitagb materiatu. Z tego powodu nowe stany noszg nazwe fal powierzchniowych. Fakt, ze
odpowiednie funkcje rostyby do nieskoriczonosci przy oddalaniu sie od powierzchni w kierunku
na zewnatrz materiatu w niczym tu nie przeszkadza, gdyz w tym obszarze materiat po prostu
nie istnieje.

Zjawiska fal powierzchniowych znane sg dla skal wielkos$ci rzedu powierzchni gwiazd i planet,
np. Ziemi [5], jak rowniez dla powierzchni krysztatéw [6] i nanoczasteczek [7]. Akustyczne fale
powierzchniowe zostaty po raz pierwszy wyjasnione przez Lorda Rayleigha w 1885 roku [8].
Czestosci tych fal powierzchniowych sg zawsze nizsze od czestosci fal objetos$ciowych o takiej
samej sktadowej wektora falowego réwnolegtej do powierzchni.

Sama powierzchnia bywa nierzadko uktadem bardziej skomplikowanym niz tylko geometryczne
ograniczenie materiatu. Jednym z najprostszych przyktadéw mogg tu byé warstwy atomow
zaadsorbowanych z atmosfery. Woéwczas taka powierzchnia rozpatrywana jako obiekt
izolowany od podtoza moze wykazywa¢ wibracyjne stany wilasne o czestosciach
przypadajacych w obszarze fal objetosciowych podtoza. Energia takich drgan bedzie unoszona
w gigb materiatu przez fale objetosciowe, skutkiem czego amplituda drgan bedzie maleé
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z czasem. Tego rodzaju drgania o skonczonym czasie zycia nazywa sie niekiedy stanami quasi-
normalnymi [9, 10]. W fizyce powierzchni noszg one nazwe rezonanséw powierzchniowych
w analogii do wzbudzen rozpatrywanych w fizyce czastek elementarnych, gdzie stany o bardzo
krétkim czasie zycia okresla sie mianem rezonansow w odréznieniu od dtugozyciowych
czastek [11].

W rozdziale tym przedstawione zostaty podstawy matematycznej analizy fal powierzchniowych
oraz zostaty zdefiniowane podstawowe pojecia uzywane w fizyce powierzchni. Opisany zostat
tutaj réwniez prosty model skonstruowany przez autora, w ktérym mozna zaobserwowac fale
powierzchniowe jak réwniez rezonanse powierzchniowe. Co ciekawe, w modelu tym mogg sie
pojawi¢ rezonanse, dla ktérych czes¢ rzeczywista czestosci przypada poza obszarem fal
objetosciowych podtoza. Takie rezonanse nazywa sie czasem , poddzwiekowymi” (subsonic).
Zostaty one stwierdzone na powierzchni rozdziatu ciecz — ciato state [4]. Podobne rezonanse
poddzwiekowe zostaty takie wykryte przez autora w geometrii cylindrycznej materiatu
jednorodnego osrodka sprezystego i opisane w rozdziale 2 niniejszej pracy. Model opisany
w dalszym ciggu obecnego rozdziatu pozwala przedstawié to zjawisko w sposdéb bardzo prosty,
a wiele wynikbw mozna otrzyma¢ w sposob analityczny. Umozliwia to nadanie fizycznej
interpretacji otrzymanym wynikom, m.in. zjawisku ,fal ciekngcych” (leaky waves), ktore
odpowiadajg rezonansom powierzchniowym. S one formalnie opisywane wektorami
falowymi zespolonymi i pozornie przewidujg nieskornczony wzrost amplitud tych fal przy
posuwaniu sie w gfagb materiatu.

1.1 0golny schemat analizy dynamiki harmonicznych ukladow
Z powierzchniami

Dynamike ukfadu sktadajgcego sie z potnieskonczonego osrodka ograniczonego powierzchnig
opisujg rownania ruchu osrodka uzupetnione warunkami brzegowymi wyrazajgcymi rownania
ruchu warstwy powierzchniowe;j.

1.1.1 Radiacyjne pasma objetoSciowe

Rozwigzania rownan ruchu w obszarze o$rodka sg w przyblizeniu harmonicznym kombinacjami
fal Blocha

w,(r,t) = e, (k, w)elwttikr (1.1)

gdzie k jest wektorem falowym z pierwszej strefy Brillouina, w jest odpowiadajgcg mu
czgstoscia a ey, gdzie u = 1,2, ..., n, jest wektorem polaryzacji. Wymiar n wektora polaryzacji
jest réwny liczbie stopni swobody komodrki elementarnej rozwazanego materiatu. Wektory
polaryzacji sg wektorami wtasnymi a czestosci wj(k), gdziej =1,2,..,n, sg wartosciami
wtasnymi zaleznej od k macierzy M(k, w) o wymiarach n X n. Roéwnanie charakterystyczne
detM(k, wj) = 0 definiuje relacje dyspersji w;(k) fal objetosciowych. Rozktadajac wektor
falowy na sktadowe ki k;, odpowiednio réwnolegta i prostopadta do powierzchni, mozna
rozwigza¢ réwnanie det M(ky, k;, w) = 0 ze wzgledu na k; dla zadanych wartosci ki w.
W  obszarach ptaszczyzny (kj, w), w ktérych obrebie przynajmniej jedna z otrzymanych
wartosci k jest rzeczywista, mogg istnie¢ fale objetosciowe o wektorze falowym (k, k)
i czestosci w. Obszary te s3 wiec obszarami radiacyjnymi nazywanymi réwniez pasmami fal
objetosciowych lub po prostu pasmami objetosciowymi (bulk bands, radiative regions). Na
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pasma objetosciowe mozna réwniez patrzec¢ jak na rzut relacji dyspersji fal objetosciowych na
ptaszczyzne (k;, w). Uktad pasm objetosciowych zalezy od przestrzennej orientacji powierzchni
(indekséw Millera w przypadku powierzchni ptaskich w krysztatach), ale jest niezalezny od
wtasnosci samej powierzchni, tzn. od warunkéw brzegowych rozwazanego zagadnienia
dynamicznego.

Zespolone rozwigzania k; réwnania charakterystycznego dla czestosci rzeczywiste] takie, ze
Imk, > 0 opisujg pola bliskie (near fields), réwniez nazywane zanikajgcymi falami
czastkowymi (evanescent partial waves). Zanikajg one wyktadniczo z odlegtoscia od
powierzchni osrodka (osrodek dla y > 0). Takie rozwigzania odrzuca sie w ukfadzie
nieskonczonym ze wzgledu na to, ze wzrastatyby do nieskoriczonosci w pewnych kierunkach.
W przypadku uktadu pétnieskoriczonego z powierzchnig sg one jednak skoriczone wszedzie
w obrebie osrodka.

Podsumowujac, kazde rozwigzanie problemu dynamicznego dla osrodka z powierzchnig
w przyblizeniu harmonicznym jest liniowg kombinacjg czastkowych fal objetosciowych
i zanikajacych, czyli odpowiednio takich, dla ktorych wektor falowy k, jest rzeczywisty i takich,
dla ktérych jest on zespolony. Wspdtczynniki tych kombinacji liniowych zalezg od wtasnosci
warstwy powierzchniowej.

1.1.2 Powierzchniowe stany wibracyjne

Réwnania ruchu warstwy powierzchniowej stanowia warunki brzegowe dla rozwazanego
zagadnienia. Rozwigzanie dla catego zagadnienia dynamicznego dla zadanych k; i w
w obecnosci lub bez zewnetrznego zaburzenia jest wiec takg kombinacja fal objetosciowych
i czastkowych fal zanikajacych, ktéra spetnia warunki brzegowe. Rozwigzania, ktore
otrzymujemy dla rzeczywistych czestosci bez zewnetrznego zaburzenia, sg nazywane stanami
powierzchniowymi lub tez falami powierzchniowymi. Jesli wystepuja poza pasmami
objetosciowymi, tzn. majg wszystkie fale czgstkowe zanikajgce w gtgb osrodka, wtedy nazywa
sie je prawdziwymi falami powierzchniowymi (true surface waves), jako ze faktycznie
ograniczajg sie tylko do obszaru powierzchniowego. Gdy fale takie utrzymujg sie réwniez
w granicy dtugofalowej to ich predkosci fazowe rozchodzenia sie wzdtuz powierzchni musza
by¢ nizsze niz predkos¢ dzwieku najwolniejszej akustycznej fali objetosciowej w tym samym
kierunku. Dlatego nazywane sg one poddiwiekowymi falami powierzchniowymi (subsonic
surface waves). Pokazano, ze istnienie naddziwiekowych fal powierzchniowych (supersonic
surface waves), tzn. wystepujacych w granicy fal dtugich dla czestosci rzeczywistych w obrebie
radiacyjnych pasm objetosciowych jest mozliwe dla pewnych orientacji powierzchni i dla
pewnych symetrii materiatu osrodka. Ich nazwa — odosobnione fale powierzchniowe (secluded
surface waves) pochodzi stad, ze ich relacje dyspersji sg reprezentowane w tej granicy przez
odosobnione proste linie na tle pasm radiacyjnych [12, 13]. Every [14] znalazt analogiczne fale
na granicy osrodkow bedacej szeregiem wspotptaszczyznowych cienkich szczelin w osrodku
ciggtym. W rozdziale 3 pokazano mozliwos¢ istnienia prawdziwych fal powierzchniowych
w pojedynczym punkcie pasma radiacyjnego w materiatach z dodatkowymi rotacyjnymi
stopniami swobody [15, 16]. Fale tego typu zostaty réwniez znalezione dla osrodka ciggtego
pokrytego specyficzng powierzchnig [17]. Fale takie nazwaliémy izolowanymi prawdziwymi
falami powierzchniowymi (isolated true surface waves) [16].
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Oprocz rozwigzan z czestosciami czysto rzeczywistymi warunki brzegowe mogg dopuszczaé
rozwigzania z czesto$ciami zespolonymi. Warunek Im w < 0 zapewnia wtedy wyktadniczy
zanik w czasie takiego rozwigzania. Stata czasowa tego zaniku wynosi T = 1/Imw. W granicy
dtugich fal i niskich czestosci, dla o$rodka ciggtego bez wewnetrznych stopni swobody,
odpowiedni wektor falowy k; okazuje sie spetnia¢ warunek Imk;, < 0, tzn. amplituda
odpowiedniej fali rosnie w gtgb osrodka. Mechanizm lezgcy u podstaw skoriczonego czasu
zycia drgan jest prosty: energia drgan jest zabierana w gtagb osrodka przez poruszajgce sie fale
objetosciowe, a wiec — obrazowo — energia ,,wycieka” z powierzchni tak jak woda z ciekngcego
naczynia. Ze wzgledu na to poréwnanie takie wzbudzenia o skoriczonym czasie zycia sg czasem
nazywane falami ciekngcymi (leaky waves) [18, 19]. Niekiedy stosowana jest rowniez nazwa
fala pseudopowierzchniowa (pseudo surface wave) lub rezonans powierzchniowy (surface
resonance). Kiedy cze$¢ rzeczywista Re w czestosci takiej fali lezy w obszarze pasma
radiacyjnego, obserwujemy maksimum lokalnej gestosci standw powierzchniowych
o szerokosci proporcjonalnej do Im w. Méwi sie wtedy o naddzwiekowych ciekngcych falach
powierzchniowych (supersonic leaky surface waves). Jednakze réwniez mozna znalezé fale
ciekngce z Re w lezagcg poza pasmami objetosciowymi w pewnych specyficznych uktadach
z powierzchnig rozdziatu ciato state — ciecz. Fizyczne znaczenie takich rozwigzan jak rowniez
interpretacja nieskonczonego przestrzennego wzrostu amplitudy z odlegtoscig od powierzchni
w przypadku fal ciekngcych pozostajg kontrowersyjne [4].

W dalszej czesci rozdziatu zaproponowany zostanie prosty model, w ktédrym oprécz zwyktych
prawdziwych fal powierzchniowych mogg wystepowaé ciekngce fale powierzchniowe
zaréowno poddzZwiekowe jak i naddiwiekowe. Fizyczne znaczenie znalezionych stanow
powierzchniowych zostanie wyjasnione za pomoca prostego eksperymentu myslowego.

1.2 Model

Najprostszym znalezionym uktadem dwuwymiarowym, w ktdrym mogg pojawi¢ sie
poddzwiekowe ciekngce fale powierzchniowe jest podtnieskoriczona sprezysta membrana
ograniczona prostoliniowg krawedzia. Dla uproszczenia zapisu wybieramy uktad
wspotrzednych tak, aby membrana lezata w ptaszczyinie (x, y), a jej krawedz byta wyznaczona
osig x. Réwnanie ruchu takiego osrodka dla wychylen u prostopadtych do ptaszczyzny
membrany, tj. poprzecznych ruchdw poza ptaszczyzne (out-of-plane) ma postac

°u _ (0*u 0%u
F =cC m'}'a—yz ) (12)

gdzie —oo < x < +oooraz0 <y < +oo.

Zaktadamy, ze brzeg membrany moze posiadaé liniowg gesto$¢ masy p;. Elementy brzegu
oddziatuja z membrang za posrednictwem sit sprezystych proporcjonalnych do gradientu

wychylen T(g—;) . Dodatkowo zaktadamy, ze brzeg membrany jest umieszczony
y=0

w potencjale harmonicznym zapewniajgcym mu potozenie réwnowagi dla u(y = 0) = 0.

Potencjat ten ma zatem postaé
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1 2 —
V= {Eﬁu o ¥y=0 (1.3)
0, y>0

W rezultacie réwnanie ruchu brzegu w obecnosci sity zewnetrznej, ktérej gestosc¢ na jednostke
dtugosci krawedzi membrany wynosi F, wyraza sie nastepujgco:

2%u (au

y=0

Jest to warunek brzegowy dla réwnania (1.2). Réwnanie (1.4) zaktada, ze sztywnos$¢ brzegu jest
zaniedbywalna.

1.3 Relacje dyspersji i pasma objetosciowe

Rownanie (1.2) ma rozwigzanie w postaci fal biegngcych
u(x’ y, t) — uoe—iwt+ik"x+ik¢y’ (1_5)

gdzie ki k; sa sktadowymi wektora falowego odpowiednio réwnolegta i prostopadty do
brzegu membrany. Wstawiajgc to rozwigzanie do rdwnania (1.2) otrzymujemy relacje dyspersji

w? = c?(k? + k). (1.6)

Warto zauwazy¢, ze przyjmujac k; za parametr mozemy uwaza¢ zwigzek (1.6) za relacje
dyspersji w jednowymiarowym réwnaniu Kleina-Gordona, ze zmienng y i odpowiednio
wektorem falowym k,. W obecnej reprezentacji czestosci i wektora falowego warunek
brzegowy (1.4) przyjmuje postac

(B — psw? — ik, T)ug = fo, (1.7)

gdzie f; jest amplituda sity zewnetrznej, ktérg w tej reprezentacji przyjmujemy za oscylujgca
z czestoicia w, tak ze f = fye iwttikx,

Rownanie (1.6) okresla pasmo fal objetosciowych (obszar radiacyjny):

2
L _k2so (1.8)
c2 Il ’

tzn. miejsce geometryczne na ptaszczyinie (ky, w) takich punktéw, dla ktérych wg réwnania
(1.6) wektor falowy k, jest rzeczywisty.

1.4 Faleirezonanse powierzchniowe

Niektére rozwigzania réwnania (1.6) z warunkiem brzegowym (1.7) dla f; = 0 maja znaczenie
fizyczne. W szczegdlnosci rozwigzania z rzeczywistg czestoscia w > 0 i czysto urojonym
k, = ik} przy k| > 0 odpowiadaja stacjonarnym falom powierzchniowym. Amplitudy tych fal
zanikajg wyktadniczo z odlegtoscig od brzegu. Natomiast rozwigzania, dla ktérych w = 0’ +
iw"z w'" <0orazk, =k +ik z k] <0 zanikajg wyktadniczo w czasie. Mimo, ze ich
amplituda rosnie wyktadniczo dla y — 400, majg one dobrze udokumentowany sens fizyczny
jako tzw. fale ciekngce, zwane tez falami pseudopowierzchniowymi (lepiej: pseudo falami
powierzchniowymi) albo rezonansami powierzchniowymi [20]. Ze wzgledu na relacje
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dyspersji (1.6) mamy w naszym modelu w’w"” = c?k| k', a wiec fale zanikajace w czasie, tj.
z w'" <0, i poruszajgce sie w gtgb materiatu nie moga mieé¢ k|’ > 0 czyli nie moga
réwnoczesnie mie¢ amplitudy zanikajacej dla y — +oo0.

Z postaci rownania (1.6) tatwo wywnioskowaé, ze fale powierzchniowe powstajg poza
obszarem radiacyjnym a fale ciekngce wewnatrz tego obszaru. Opisywany model dopuszcza
jeszcze inne typy rozwigzan, ktdrych znaczenie fizyczne jest w dostepnej literaturze dyskusyjne.
Rozwigzania, w ktérych ky = ky + ik z ky >0, k' >0ik; =k} +ik{z k} >0, kY >0
oraz w = w' +iw" z w" > 0 byly interpretowane jako inny rodzaj fal ciekngcych [20],
natomiast rozwigzania zw = ' + iw" dla ktérych w"” < 0i w' <ckyi z rzeczywistym k
i zespolonym k' =k + ik} takim ze k| < 0 - jako tzw. poddiwiekowe fale ciekngce
(subsonic leaky waves) [4]. Ta ostatnia nazwa pochodzi stad, ze predkos$¢ fazowa takiej fali jest
mniejsza niz predkos$é ¢ dzwieku w ptycie.

W koncu réwniez otrzymujemy w naszym modelu rozwigzania z rzeczywistg czestoscig w oraz
zespolonym k' = k' + ik} z k| < 0. W zasadzie takie rozwigzania powinnismy odrzuci¢, gdyz
ich amplituda rosnie do nieskorficzonosci dla y — +o0o0 i nie wykazujg one zaniku w czasie.

W tym rozdziale jak réwniez w nastepnych przyjeto dla uproszczenia zapisu, ze znak prim
oznacza cze$¢ rzeczywistg, a znak podwodjny prim oznacza czes$¢ urojong danej wielkosci.

Rozwigzania réwnan (1.6) i (1.7) z k; traktowanym jako parametr sg nastepujace:

T T2
— i+ F_ — — ki (1.9)
2psc? psc?  4pict

kp = I

i odpowiednio

2 2
2ot T T E T
ps  2pic? pspsc?  4pict

k. (1.10)

Warto rozwazy¢ dwa przypadki w zaleznosci od znaku wyrazenia pod pierwiastkiem oraz
przedstawi¢ powyzisze wyrazenia w zmiennych zredukowanych (1.11). Przyjmujemy, ze
Im k" = 0.

Bpsc? - _ kpsc?

kipsc? . WpsC
=T = TAhst - (1.11)

R, =—2,  &=—022
LTTT ©="r

ﬁ:

1. W przypadku gdy IEHZ < E —%co odpowiada klf < pﬂ i dodatniemu wyrazeniu

2 2
sc? 4psct

pod pierwiastkiem w (1.9) i (1.10) otrzymujemy

(1.12)

(1.13)
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2. W przypadku gdy l~c"2 >f - % mamy natomiast

(1.14)

(1.15)

NP

+ [k -f+

N =

@*=p-

W przypadku 1. mamy EI < 0 tzn. amplituda fali rosnie do nieskoriczonosci przy y = +co. Aby
takie rozwigzanie byto fizyczne amplituda ta musi odpowiednio maleé¢ w czasie, musimy wiec
mie¢ @' < 0. Z drugiej strony rozwazamy tylko te rozwigzania, dla ktérych czas ptynie w przéd

czyli te, dla ktérych @ > 0. Skoro @2 = (&' + i@"")? = &'

~I ~Il

w'@w" <0, to fizyczne rozwigzanie w (1.13) to tylko to ze znakiem minus i odpowiednio

~r112 o~ ~ . .
—@"" 4+ 2i@0'®@", a musimy mieé

~I!

w (1.12) ze znakiem plus. Majgc na uwadze znaki @' i @'’ otrzymujemy

1[5 1 -

o blpiE

= . . N (1.16)
ji po—ki-3(F-3)

s = L[ L 1

A wiecdla Elf < [f — i otrzymujemy zawsze jedno rozwigzanie typu fali cieknacej.

2.0f] 2.0F
(b)
1.5 1.5
k, 1.0 k, 1.0
0.5} 0.5
0.0t 4 0.0t g
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
B B

Rys. 1.1 Obszary wystepowania fal powierzchniowych i fal ciekngcych na ptaszczyznie (ﬁ,k||)
dla gérnego (a) i dolnego (b) znaku w rozwigzaniu (1.14) i (1.15). Obszar jasnoniebieski (C) —
fala cieknaca: I.c'j_’ < 0i®@? <0, obszar szary (N) — rozwigzanie niefizyczne: IEj_’ <0i@&%>0,
obszar ciemnoniebieski (P) — fala powierzchniowa: EI >0i@?>0.
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W przypadku 2. rozwigzanie na IE’l’ ze znakiem minus jest zawsze ujemne natomiast to ze
znakiem plus moze by¢ zaréwno ujemne jak i dodatnie. Dodatnie 121’ dostajemy tylko gdy

IE" > /B, a dla mniejszych wartosci IE" w tym przypadku mamy dwa rozwigzania ujemne.
Dodatniemu IE’l’ odpowiada @? > 0, co sprowadza sie do @ rzeczywistego (wybieramy znak
plus — rozwigzania biegngce w przdd w czasie), a wiec dostajemy rozwigzanie niezanikajgce
w czasie i zanikajace eksponencjalnie dla y = +oo, tj. fale powierzchniowg. Obszar
wystepowania takiego rozwigzania zostat oznaczony na Rys. 1.1a kolorem ciemnoniebieskim.
Obszary oznaczony kolorem szarym na Rys. 1.1a i Rys. 1.1b odpowiadajg rozwigzaniom
niezanikajgcym w czasie i rosngcym eksponencjalnie dla y — +o0 a wiec niefizycznym. Obszary
jasnoniebieskie na tych rysunkach odpowiadajg rozwigzaniom zanikajgcym w czasie i rosngcym
eksponencjalnie dla y = +o0o. Takie rozwigzania nazywamy falami ciekngcymi (leaky waves).

Wida¢ wiec, ze w rozwazanym przypadku dla obszaru ponizej prostej IE" =B przy B < %mamy
dwa rozwigzania bedace falami ciekngcymi (w tym wypadku bez sktadowej oscylujgcej),

powyzej tej prostej mamy jedno takie rozwigzanie a dodatkowo dla IEH > E mamy
rozwigzanie bedgce falg powierzchniowa.

Obszary wystepowania poszczegélnych rozwigzan zebrane zostaty na Rys. 1.2. W Tab. 1.1

zostaty zebrane mozliwe rozwigzania w zaleznosci od znaku k' oraz @", dla k" = 0.
2.0f;
1.5} B

4

L Lot

0.5¢

0.0 0.5 15 2.0

1.0
B
Rys. 1.2 Obszary wystepowania rozwigzan typu fala powierzchniowa i fala cieknaca.

(A) 1.fpow.:k| =0k} >0,& >0&" =0, 2fciek:k| =0k <0,& =0,a" <0,
(B) 1.fpow.k| =0,k >0,& >0,&" =0, 2.nfiz: k), =0,k <0,& >0,&" =0,
(C) 1.nfiz: kK, =0,k <0,& >0,&" =0, 2.fciek:k| =0,k <0,& =0,a" <0,
(D) 1.fciek:k| =0,k <0,& =0,&" <0, 2.fciek:k| =0k} <0,& =0,a" <0,
() 1.nfiz: k. =0,k <0,& >0,&" =0, 2.nfiz. k. =0,k <0,& >0,&" =0,
(F) fciek.: k| >0,k <0,& >0,a&" <O0.
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Tab. 1.1 Typ rozwigzania w zaleznosci od znaku czesci urojonych @ i wektora falowego k| .

k! <0 k=0 k! >0
@' <0 Fala cieknaca Nie wystepuje w Nie wystepuje w
rozwazanym modelu rozwazanym modelu
@"=0 Niefizyczne Fale objetosciowe Fala powierzchniowa
@" >0 Niefizyczne Niefizyczne Niefizyczne

Na Rys. 1.3-1.5 przedstawione zostaty rozwigzania réwnan (1.6) i (1.7) z f, = 0. Na dolnych
panelach zostata przedstawiona cze$é rzeczywista czestoéci @’ w zaleznosci od sktadowej
wektora falowego rownolegtej do powierzchni Ell dla wybranych wartosci parametru [f S3 to
wiec relacje dyspersji dla rozwazanego uktadu przedstawione na pfaszczyznie (E",a'). Na
gornych panelach Rys. 1.3—-1.5 przedstawiona zostata czes$¢ urojona czestosci ze znakiem
minus: —@"’ w zaleznosci od E||. Czytelnik tatwo zauwazy jakoSciowe rdznice wystepujgce przy

réznych wartosciach parametru £.

1.0f”

0.8 L

0.67 ’

~ /
0 L - ,

0.4 AN /

0.2¢ N 1

0.0L. ‘ Lt
2.0F° ‘ ‘

1.5¢

0.5+

1.0 15
]‘%H

0.0t
0.0

05

Rys. 1.3 Cze$¢ rzeczywista i urojona czestosci w funkcji IEH dla § = 1.5. Linia ciagta odpowiada
fali powierzchniowej a linie kreskowane falom ciekngcym. Czarne linie kropkowane
odpowiadajg rozwigzaniom niefizycznym. Szara linia kropkowana jest dolng granicg pasma
objetosciowego. Fale ciekngce wystepujg réwniez ponizej dolnej granicy pasma
objetosciowego — podzwiekowe fale ciekngce (subsonic leaky waves).
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/}H

Rys. 1.4 Cze$¢ rzeczywista i urojona czestosci dla § = 0.3. Oznaczenia jak na Rys. 1.3.

Z Rys. 1.1 mozna wnioskowaé, ze jakosSciowa zmiana charakteru relacji dyspersji wystgpi dla
f = 0.5 oraz § = 0.25 i rzeczywiécie wida¢ to na Rys. 1.3—-1.5. Prawdziwa fale powierzchniowa
(linia ciggta) mozna teraz tatwo odréznié od rezonanséw powierzchniowych (linia kreskowana),
gdyz te ostatnie posiadajg niezerowg cze$¢ urojong czestosci. Rozwigzania niefizyczne
oznaczono linig kropkowana.

Rozwigzanie fizyczne dla E > 0.5 przedstawia fale powierzchniowg, ktérej relacja dyspersji na
Rys. 1.3 jest gdrng gatezig dla IEH > ,[?, oraz fale cieknaca dla IE||2 < [f —%, przy czym nalezy

zwrocié uwage, ze fragment relacji dyspersji fali ciekngcej znajduje sie ponizej dolnej granicy
pasma objetosciowego. Jest to wiec podzwiekowa fala ciekngca (subsonic leaky wave).

Dla 0.25 < 8 < 0.5 (jak na Rys. 1.4) réwniez mamy fale powierzchniowa dla IEH > /8 oraz fale
cieknacga dla EHZ < ﬁ —%, ale teraz relacja dyspersji dla fali ciekngcej nie ulega juz bifurkacji
w punkcie, w ktérym @' > 0. Gdy § < 0.25 (jak na Rys. 1.5) nie dostajemy juz rozwigzan typu
fala ciekngca z dodatnig czescig rzeczywistg @ a jedynie fale powierzchniowg dla IEH > \/E
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Dla przypadku granicznego 8 = 0.5 zalezno$¢ &' od IEH jest podobna jak na Rys. 1.4 z tym, ze
tuki krzywych zbiegajg sie na osi w jednym punkcie IEH = 0.5. Zalezno$é¢ @' od IEH jest podobna
zas jak na Rys. 1.3 z tym, ze tu tez tuki krzywych zbiegajg sie na osi w jednym punkcie IEH = 0.5.
Przypadek ﬁ = 0.25 odpowiada granicznemu B, od ktérego przestajemy otrzymywac tuki
krzywych kreskowanych po lewej stronie panelu dolnego i gérnego Rys. 1.4.

Wystepujace na Rys. 1.3-1.5 rozwigzania z @ =0 i @' <0 sg skrajnymi przyktadami
poddzwiekowych rezonanséw powierzchniowych zanikajgcymi w czasie z pojedynczym czasem
relaksacjit = 1/@"' bez oscylacji.

.27

1.0r -7

0.8f ---"

-o" 0.6

0.4t

0.2

0.0 ........................... _—
1.0f" ‘ ‘
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0.4¢

0.2r
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Rys. 1.5 Czesc¢ rzeczywista i urojona czestosci dla [? = 0.2. Oznaczenia jak na Rys. 1.3.

1.5 Lokalna gestos¢ stanow

Znaczenie fizyczne otrzymanych rozwigzan najtatwiej przesledzi¢ wyznaczajgc reakcje uktadu
na jednostkowg site oscylujqcaf=foe“""t+ik"x przytozong do krawedzi rozpatrywanej
membrany. Wielkos¢ Im(uy/f;) jest wodwczas proporcjonalna do lokalnej gestosci
stanéw n [21].
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(@) ~ @ Im (%) - & Im< 1\/7 (1.18)
0 A ~ .~ T
B—@%—i|@?—ki

Powyzej zostat uwzgledniony znak odpowiadajgcy Ei > 0.

Rys. 1.6 i Rys. 1.7 wskazujg, ze fala ciekngca wewnatrz obszaru radiacyjnego odpowiada
wyraznemu maksimum gestosci standw. Poza pasmem radiacyjnym lokalna gestos¢ standw
przyjmuje wartos¢ nieskonczong (8-Diraca) dla fal powierzchniowych, co zaznaczono grubg
czerwong linig na Rys. 1.6 i Rys. 1.7.

Rys. 1.7 Lokalna gesto$¢ stanéw powierzchniowych przy § = 0.3
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Kolejnym krokiem w badaniu znaczenia fizycznego otrzymanych rozwigzan jest wprowadzenie
ttumienia dla wszystkich stopni swobody. Odpowiada to zanurzeniu catego uktadu w cieczy
o pewnej lepkosci. Taka operacja pozwala uwidoczni¢ w lokalnej gestosci stanéw maksima
o charakterze delty Diraca w postaci waskich maksiméw lorentzowskich. W istocie kazdy uktad
wielu ciat wykazuje pewne straty energii. Po wprowadzeniu ttumienia réwnanie ruchu
i warunek brzegowy dla naszego uktadu sprowadzajg sie do

0%u 0%u ou
_ 207U o, OUu 1.19
atz C ayz C k"u Y at, ( )
0%u r (c?u) 8 ou (1.20)
psmZ=T(>=) —Bu—v= .
* ot? 0/ o at

Réwnania te w reprezentacji czestosci i wektora falowego sprowadzajg sie do
w? = c?(k? + k) — iwy, (1.21)
B — psw? — ik, T —iwy = 0. (1.22)

Mozna zauwazyé, ze dla matego w” mamy (w + iw')? = w? + 2iww” + cr(w”z) czyli
wprowadzenie matego ttumienia sprowadza sie do dodania do w matej dodatniej czesci
urojonej tak, ze "’ = y/2. Analogiczne do powyzszych zwigzki mozna napisa¢ dla zmiennych
zredukowanych (1.11).

Rys. 1.8 Lokalna gesto$¢ stanéw powierzchniowych przy f = 1.5i &" = 0.001
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Rys. 1.9 Lokalna gesto$¢ stanéw powierzchniowych przy f = 0.3 i &" = 0.001

Rys. 1.8 i Rys. 1.9 przedstawiajg lokalng gesto$é standéw przy zatozeniu @' = 0.001. tatwo
zauwazyé, ze podzwiekowa fala ciekngca nie objawia sie zadng anomalig dla czestosci na
wykresie gestosci standw zgadzajacej sie z czescig rzeczywistg czestosci fali cieknacej
(niezaleznie od EII)- Oznacza to, ze jedynym skutkiem wystepowania poddiwiekowe] fali
ciekngcej jest pewna zmiana gestosci standw wewnatrz pasma radiacyjnego. Zgodnie
z oczekiwaniami niefizyczna gataz relacji dyspersji nie wnosi widocznego wktadu do lokalnej
gestosci standw nawet po wprowadzeniu ttumienia.

1.6 Efektywne rownanie ruchu warstwy powierzchniowej

Jesli podtoze nie jest bezdyspersyjne i/lub sktadowa k; wektora falowego nie jest réwna zero
to efektywne rédwnanie ruchu powierzchni nie jest réwnaniem rézniczkowym, ale réwnaniem
rézniczkowo-catkowym typu Volterry. Przyktadowo dla dwuwymiarowego bezdyspersyjnego
podtoza zakoriczonego jednowymiarowg gestoscia w lokalnym potencjale harmonicznym
mamy jak w rozdziale 1.2:

0%u o, 62u+62u (1.23)
otz ¢ \axz T ay2 ) '
u_ M s (1.24)
ps=——=T— — Bu . )
S at2 ayl,_,

Powyzsze réwnania moga by¢ rozwigzane w dziedzinie (w,k) gdy sie zatozy f(t) =

foe ltHRIX oraz u = uge "Mt IX Uzyskujemy wtedy zaleznosé:
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2
pw?—iT |2 k2 s _ (1.25)
psw t 2 i+ B |u = fo :

Rédwnanie powyzsze moze by¢ przetransformowane do dziedziny czasu:

9%u(t)
at?2

t
o + f K(t — tYu(t)dt’ + pu(t) = £(©), (1.26)

gdzie u(t) = u(t,y = 0) (zaleznoé¢ od x jest dana przez eti%)

1.6.1 Jadro catkowe K(7)
Aby wyznaczy¢ jadro K(7) z rownania (1.26) nalezy skorzystaé¢ z faktu, ze dlau(t,x,y) =
uge ~lwt+ikx+ikLy rdwnanie to ma postaé (1.25), tzn.

t 2
K(t _ t,)u e—iwt,+ik||xdt’ = —iTu e—iwt+ik"x (l)— _ kZ (127)
o 0 0 c2 I

Po zamianie zmiennych & = t — t i prostych przeksztatceniach otrzymujemy

f mK(f)ei“’fdg‘ = —i; fa)z - wé, (1.28)
0

gdzie wg = ck;.

Wida¢, ze catke po lewej stronie mozemy traktowac jako transformate Laplace’a funkcji K (§)

2
L{K ()} = wog /% +1, (1.29)
0

otrzymujemy

tak ze mamy

gdziep = —iw.

K(§/wo)
w3 T/c

Wprowadzajac K (§) =

LE®}=yp2+1 (1.30)

Korzystajac z

Vpt+1= Z (E) p'T=p+ Z (z) p'~*" (1.31)
n n=1 n

n=0

otrzymujemy

R© = (a1} =cp+ ) (3) e, (132
n=1

co dalej sprowadza sie do
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€2n—2

K®—5®+2(%@Z3

o 1.33
re) 2
ZSI(SHZF Drn+ DrGE—n)’
= n+2)r2n+1) (E—n)
gdzie I'(n) jest tutaj funkcja gamma Eulera.
Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
® (_1)n2—1—2n
K©E) =94 Z n, 1.34
©=5O+ ) G nraTd’ (139

lloczyn & i drugiego wyrazu powyzszego wyrazenia jest rozwinieciem funkcji Bessela
pierwszego rodzaju a wiec dostajemy

Fo =@+ (1.35)
czyli ostatecznie
K(®) = wh— G(o) hﬁfﬁ T@() h%”». (1.36)

W ten sposob udowodnilismy, ze efektywne rdwnanie ruchu warstwy powierzchniowej
przyjmuje postaé rézniczkowo-catkowego réwnania typu Volterry. Obecnos¢ jadra catkowego
oznacza, ze na chwilowy stan warstwy powierzchniowej ma wptyw jej stan we wszystkich
chwilach poprzedzajacych.

Wyjatek stanowi tu przypadek k; = 0, tj. wyg = 0, w ktérym jadro catkowe sprowadza si¢ do
pochodnej z delty Diraca

K(t) = %6’(1). (1.37)

Efektywne rdéwnanie ruchu warstwy powierzchniowej przyjmuje wtedy posta¢ réwnania
rézniczkowego

ot pu = f(0). (1.38)

Odprowadzanie energii z warstwy powierzchniowej za posrednictwem fal objetosciowych
wyraza sie tu poprzez site oporu (ttumienie) proporcjonalng i przeciwng do chwilowej
predkosci warstwy powierzchniowej ze statg ttumienia T /c.

1.6.2 Przypadekk; =0

Dla ky = 0 réwnanie ruchu (1.26) ma posta¢ réwnania rézniczkowego zwyczajnego (1.38),
ktére daje sie rozwigza¢ standardowymi metodami. Sita wymuszajaca o czestosci w, zostaje
przytozona do powierzchni uktadu w chwili t = 0, tak ze f(t) = f,0(t)e~i®at,

Rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego jest postaci
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u = Cie '@+t 4 C,e 0~ (1.39)

gdzie

Wy = i(J_n/zwps = (T/c) —iT/c). (1.40)

2ps

Ponizsze rozwigzanie szczegdlne (1.41) rownania (1.38) dla czestosci wymuszajacej w, réwne;j
czestosci rezonansowej w, jest réwnoczes$nie rozwigzaniem ogdlnym dla warunkéw
poczatkowych u(0) = 0iu'(0) = 0 ze wzgledu na to, ze wtedy C; = C, = 0.

e—iw+t _ e—iw_t e—iw+t
j ) (1.41)

w®) = /60 ("S 40, — (/o2 " Japp, = (1))

ut)/ fo
(=)

0 50 100 150 200
Czast

Rys. 1.10 Wychylenie od czasu dla 8/ps = 1iT/(cps) = 0.05.

1.7 Reakcja modelu powierzchni na oscylujace oddziatywanie
zewnetrzne

Metody rozwigzywania rdwnan rdzniczkowo-catkowych nie sg tak powszechnie znane jak dla
rownan roézniczkowych, ktérych rozwigzywanie jest czesto zadaniem duzo tatwiejszym.
W rozpatrywanym przypadku wykorzystano fakt, ze w dziedzinie czestosci czes¢ catkowa
rownania ruchu warstwy powierzchniowe] sprowadza sie do stosunkowo prostego wyrazenia
(patrz rownanie (1.25)).

Najbardziej interesujgcym zagadnieniem jest tu reakcja naszego uktadu na oddziatywanie
zewnetrzne (site) oscylujgce z zadang czestoscig wy,, ogolnie zespolong, ktéra to czestosé moze
w szczegdlnym przypadku przyjgé wartos¢ odpowiadajgcg rezonansowi powierzchniowemu
(wartos¢ zespolona) lub stanowi powierzchniowemu (warto$¢ rzeczywista). Znalezienie
rozwigzania réwnania ruchu z takim oddziatywaniem zewnetrznym pozwoli lepiej zrozumiec
fizyczne znaczenie ,fal ciekngcych”, ktérych amplituda formalnie wzrasta do nieskoriczonosci
przy poruszaniu sie w gtab materiatu od jego powierzchni (patrz réwnanie (1.5) z k) < 0).
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Przyjmujemy zatem prawg strone réwnania (1.26) w postaci

f(®) = f0(t)etat, (1.42)

przy czym chwila t = 0 odpowiada momentowi witgczenia oddziatywania. Aby przejs¢ do
dziedziny w rozktadamy te funkcje na sktadowe fourierowskie A(w), tzn. na fale

monochromatyczne
1 rs
f(t) =\/? f A(a))e_i“’tdw, (1.43)
T

skad otrzymujemy (dla w4 z niezerowg czescia urojona)

Alw) = L To f(telwtdt = o (1.44)
\/E_oo m(w —wy) '

Zgodnie z rownaniem (1.25) amplitude drgan powierzchni dla pojedynczego wymuszenia
monochromatycznego o czesto$ci w i amplitudzie A(w) mozna przedstawié¢ wzorem

A(w)

Uo(w) = 2 ' (1.45)
—psw? — iT C—z—k"2 + B

Takie drganie rozchodzi sie w o$rodku w postaci fali ptaskiej o wektorze falowym

—— ki dlaw>kc

(1.46)

- C_2 dlaw < k"C

Nalezy podkresli¢, ze gdy czestos$¢ w jest mniejsza niz czesto$¢ dolnej granicy pasma fal
objetosciowych wy = ck;, wektor falowy k, jest czysto urojony, przy czym znak pierwiastka
musi by¢ dodatni dla zapobiezenia nieskonczonemu wzrostowi amplitudy w granicy duzych
odlegtosci od powierzchni, tj. gdy y — +oo.

Zatem reakcja naszego uktadu na przytozone do niego wymuszenie f(t) = f,0(t)e ‘@At
wyraza sie w chwili t i na gtebokosci y nastepujaca catka:

+00 ) .
u(y,t) = @ ettt dw
T ) (0 - w)(f - pew? — Tk ()

too (1.47)
B ifo e—lwtﬂkl(w)y(ﬁ _ ,DS(UZ + iTkJ_(w))

T2n ) -0 (B - pewd + TR @)

W celu obliczenia tej catki warto roztozy¢ mianownik wyrazenia podcatkowego na iloczyn

pE(w — wa) (W — wry) (W — Wg2) (W + wr1) (W + wgy), (1.48)
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w ktérym wpg, i wg, 53 pierwiastkami wielomianu (B — psw?)? + T?k?(w) spetniajacymi
warunek Im wg; < 0 i Imwg, < 0. Warto zauwazy¢, ze gdy Rewp; # 0, to Rewr, =
—Re wp, oraz Im wgpy = Im wg, < 0. W takich przypadkach przyjmujemy, ze Re wgpq > 0.
Woéweczas czesto$¢ wp; = Re wpq + i Im wpq jest czestoscig rezonansu powierzchniowego.

Catke z rownania (1.47) mozna obliczy¢ uzywajac przedtuzenia analitycznego funkcji
podcatkowej na ptaszczyzne zespolonej czestosci w . Osobliwosci funkcji podcatkowej
przedstawia Rys. 1.11.

Im w
- e —
/’ \\
-~ Y
rd ~
rd A
7 N
// \\
/ —WR1 —Wg2 \
] . . \
I \ R
> = . > ew
—k"C k”C
Wy
WR2 Wpr1

Rys. 1.11 Osobliwosci funkcji podcatkowej z wyrazenia (1.47) oraz kontury catkowania.

Gdy t < y/c, poszukiwana catka jest rowna catce po konturze zaznaczonym na Rys. 1.11 linig
przerywang, tj. po podtokregu o promieniu dazgcym do nieskonczonosci na gornej
potptaszczyznie w. Wystepujg tam dwa miejsca zerowe mianownika funkcji podcatkowej ze
wzoru (1.47). tatwo jednak sprawdzi¢, ze s3 to jednoczesnie miejsca zerowe licznika tej funkcji
podcatkowej. W konsekwencji funkcja podcatkowa jest analityczna w catej gornej
poétptaszczyznie w i catka ze wzoru (1.47) jest rowna zeru dla t < y/c, co oczywiscie zgadza sie
Z wymaganiem przyczynowosci: wystgpienie reakcji w danym miejscu nie moze wyprzedzac
sygnatu.

Kiedy t > y/c nalezy uzy¢ konturu zaznaczonego na Rys. 1.11 linig ciaglty, tj. pdtokregu
zamknietego na dolnej potptaszczyznie. W tym przypadku funkcja podcatkowa ma trzy bieguny:
Wy, Wgy | Wpy Oraz ciecie na osi rzeczywistej zaznaczone w postaci ,kosci” pomiedzy

wartosciami - kyc i +kc.

Kiedy wymuszenie bedzie mieé¢ czestos¢ rezonansowa tj. w, = wgq, pozostang tylko dwa
residua, przy czym residuum wp4 bedzie miato rzad 2.

W tym przypadku

tfo

u(,t) =26 (t - %) (A+B+0), (1.49)

gdzie
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i <—t + y> (B = pswhy + Tk (wgy) )
A = —2mie twrittiky (WRr1)Y wR1

T \ (wg1 + Wg1)(Wg1 — Wr2)(Wr1 + Wg2)

(1.50)
d < B — psw? + iTk, (w) )
0w \ (0 + wg1) (W — wry) (W + wgy) ® '
R1
— pwi, +iTk, (w
B = —2rmie i@Wrzt+iky(wR2)Y ('B Ps @Rz J'( RZ)) : (1.51)
(wrz — wr1)?(Wga + Wr1)(Wra2 + Wg2)
—iwt— k222 , w2
ke € “ : CZy(ﬁ_pswz_T kllz_c_2>
c=- f
—kye (@ = Wp1)? (@ + Wp1) (@ — Wg2) (@ + Wg2) (1.52)
it |k2-@2 ’ 2 '
e lwt+ k" C2y<ﬁ_psw2+T klf_(z‘)_2>
- 5 dw.
(w — wg1)?(w + wpy) (W — wWgp) (W + wgy)
Problem znacznie sie upraszcza dla k; = 0:
L T et d (1.53)
7o ) (@ = wr)B - psw? —iwT/o) '

W tym przypadku efektywne réwnanie ruchu ma posta¢ réwnania oscylatora ttumionego
(1.38) ze stata ttumienia T /c réwng impedancji falowej a powyzsze wyrazenie sprowadza sie
do (1.41).

Reakcja na przytozone wymuszenie w postaci ttumionej funkcji wyktadniczej sktada sie
z wyrazu ttumionego oraz z wyrazu przemieszczajgcego sie w gtagb materiatu z predkoscia ¢
bez zmiany ksztattu. Ten drugi wyraz odpowiada rozwigzaniu d’Alemberta wystepujgcemu
zawsze w osrodku bezdyspersyjnym.

Dla k; # 0 rozwigzanie dane jest wzorem (1.49). Wystepujg w nim wyrazy tfumione oraz
»wktad od kosci”. Ten ostatni mozna oszacowac dlay = 0:

1 kyc — w—dw
MaxM ke
- fkuc Te twt kl% - (;)—22 o (1.54)
—kye (@ — wr1) (0 + wg1) (W — Wry) (W + wgy)
1 e —iwt
= MinM _k”CTe
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gdzie MaxM i MinM s3 odpowiednio najwiekszg i najmniejszg wartoscia bezwzgledng
mianownika na odcinku - k¢ < w < k¢, zas catki po lewej i prawej stronie nieréwnosci (1.54)
Wynosza

(1.55)

Jak widag, jest to rowniez wielkos¢ zanikajgca w czasie.

Przytozenie zewnetrznej sity do powierzchni z czestoscig (réwniez zespolong) odpowiadajgca
rezonansowi powierzchniowemu (poddzwiekowa lub naddiwiekowa fala ciekngca) daje
stosunek wychylenia warstwy powierzchniowej do amplitudy przytozonej sity rosnacy do
nieskonczonosci dla dtugich czaséw w analogii do prawdziwej fali powierzchniowej. Jednakze
dla zespolonych czestosci amplituda wychylenia maleje w czasie poniewaz amplituda sity
wymuszajgcej rowniez dgzy do zera w sposdb wyktadniczy. Maksimum wychylenia w domenie
czasu odpowiada czasowi zycia rezonansu powierzchniowego. Przestrzenna obwiednia fali
ciekngcej uzyskana przy stymulacji o czestosci dostosowanej do rezonansu powierzchniowego
jest bezposrednio dana przez zmiane zmiennej typu d’Alemberta w przypadku osrodka
wykazujacego liniowg relacje dyspersji bez przerwy na osi czestosci. W przeciwnym wypadku
ogolny ksztatt bedzie jakosciowo podobny, ale zdeformowany ze wzgledu na dyspersje
predkosci fali.

Poddzwiekowe fale powierzchniowe znalezione zostaty rédwniez przez autora w modelu
osrodka sprezystego z cylindrycznym wydragzeniem, co jest pierwszym przyblizeniem dla
problemu fal powierzchniowych w tetnicach. Model ten zostat opisany w rozdziale 2. Fizyczna
manifestacja poddZwiekowych fal ciekngcych jako dodatkowa gestos¢ stanéw w obszarach
bliskich granicy pasma objetosciowego moze by¢ wazna dla fizjologicznych funkcji $cian naczyn
tetniczych podobnie jak wazne mogg by¢ mody objetosciowe (bulk modes) po stronie cieczy
i ciata statego na granicy osrodkéw krew-$ciana naczynia. W rozdziale 4 podjeta zostata préba
opisu moddéw wystepujgcych w uktadzie ciecz-elastyczna rura-wiskoelastyczne otoczenie.
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Rozdzial 2

Fale i rezonanse powierzchniowe na wewnetrznej
powierzchni cylindrycznego wydrazenia

w nieskofnczonym trojwymiarowym izotropowym
osrodku sprezystym

Model rozpatrywany w poprzednim rozdziale zaktada najprostszg z mozliwych geometrii, tj.
geometrie powierzchni ptaskiej. W obecnym rozdziale zostang przedstawione wyniki dotyczgce
dynamiki powierzchni wewnetrznej cylindrycznego wydrazenia w nieskoriczonym izotropowym
osrodku sprezystym. Taka geometria jest najprostszym przyblizeniem $ciany naczynia
krwionosnego. Nieskoriczona grubos¢ Sciany pozwala tatwo odrézni¢ fale powierzchniowe od
fal objetosciowych. Gtéwnym celem obliczen przedstawionych w tym rozdziale jest zbadanie
wptywu ilorazu Poissona osrodka na dynamike omawianego uktadu. Motywacjg podjecia tych
badan jest fakt, ze do wytwarzania protez tetniczych stosuje sie auksetyki tj. materiaty
o ujemnym wspétczynniku Poissona [3]. Dynamika wewnetrznej powierzchni naczynia moze
mie¢ istotny wptyw na tworzenie sie lub zapobieganie tworzeniu sie blaszki miazdzycowej [22,
23]. Opisany w rozdziale 2.1 model jest wariantem modelu cylindrycznej rury znanego
z publikacji Gazisa [24, 25]. Podstawowa rdznica polega na przyjeciu nieskonczonej grubosci
Sciany. Eliminuje to automatycznie fale odbite od powierzchni zewnetrznej rury. W praktyce
$ciana naczynia ma budowe warstwowg i jest ztozona z warstw o rdéinych wartosciach
parametréw lepkosprezystych, a samo naczynie jest zwykle zanurzone w jeszcze innym
osrodku, np. ptynie mdézgowo-rdzeniowym lub tkance miesniowej. Z tego powodu na jego
wewnetrznej powierzchni pojawiajg sie fale czesciowo odbite od granic poszczegdlnych
warstw. Problem ten jednak wykracza poza ramy tej pracy, podobnie jak zbadanie wptywu
cieczy wypetniajgcej naczynie, ktory dotychczas zostat rozwigzany dla dos¢ uproszczonego
modelu (por. rozdziat 4).

Mimo swojej prostoty obecny model dostarcza ciekawych wynikéw, z ktdrych najwazniejszymi
sg stwierdzenie, ze fala, ktorej w geometrii ptaskiej odpowiada fala Rayleigha, w obszarze fal
dtugich staje sie falg objetosciowg ,muskajacg” powierzchnie (surface skimming bulk wave),
oraz stwierdzenie obecnosci poddzwiekowych fal ciekngcych. Nalezy podkreslic, ze te ostatnie
sg tu wyfacznie wynikiem geometrii cylindrycznej w odrdznieniu od analogicznego zjawiska
opisywanego w pracy [4] na granicy rozdziatu osrodek sprezysty — ciecz doskonata.
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2.1 Model

Rozwazamy tréjwymiarowy izotropowy osrodek sprezysty, dla ktérego réwnania ruchu [26]
moga by¢ przedstawione w postaci:

0%u

= (2.1)

uViu+ A+ p)Vv-u =

gdzie u jest wektorem przemieszczenia elementu osrodka, p jest gestoscig osrodka, pi A s3
wspétczynnikami Lamégo, a V? jest operatorem Laplace’a tutaj dziatajgcym na wektor. Pole
wektorowe u mozemy roztozy¢ na czes¢ bezwirowa i czes$¢ bezzrédtowa:

u=Vp+Vxuy. (2.2)

Ze wzgledu na niezmienniczos¢ cechowania dywergencja pola wektorowego Y moze by¢
dowolng funkcjg F potozeniai czasu

V- =F(r 0. (2.3)

Po wstawieniu (2.2) do (2.1) okazuje sie, ze nowa reprezentacja (2.2) pola przemieszczenia
spetnia réwnanie ruchu jesli ¢ i Yr spetniajg réwnania falowe

9% %P
292, _ 2020 —
CLV Q= W’ CTV lll = W’ (24)
gdzie
A+2
=" 2=t (2.5)
P p
sg kwadratami predkosci podtuznych i poprzecznych fal akustycznych.
Podstawiajgc do rdwnan (2.4) rozwigzania prébne o odpowiedniej symetrii w postaci:
¢ = f(r) cosnf e~ lwt+ikz, (2.6)
Y, = gr(r) sinné e—iwt+ikz’
Yo = go(r) cosnf e~ @trkz, (2.7)
l,bz — gz(r) sin n@ e~ iwt+ikz
otrzymujemy réwnania Bessela
Bn,ar [f] =0, Bn,ﬂr [93] =0,
(2.8)
Bn+1,ﬂr[gr - 99] =0, Bn—l,ﬁr[gr + g@] =0,
. 92 10 n?
gdzie By, = w2 T2 (x_Z — 1) oraz
2 2
) )
aZ =—2—k2, ﬁz =—2—k2. (29)
97 Cr
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Ogodlne rozwigzania rownan Bessela (2.8) majg postaé AJ,(x) + BY,(x), a wiec s3
kombinacjami liniowymi funkcji Bessela pierwszego i drugiego rodzaju. W rozwazanym
zagadnieniu wygodniej jednak postugiwac sie innymi liniowo niezaleznymi rozwigzaniami
rownania Bessela — funkcjami Hankela:

H®P () = Jn(x) + i¥p (),

HP (x) = [, (x) — i¥, ().

(2.10)
Rozpatrujac postaé¢ asymptotyczng funkcji Hankela pierwszego i drugiego rodzaju: H,(ll) i H,(lz)
w granicy duzych r tatwo sie przekonac, ze H,(ll) odpowiada falom o symetrii cylindrycznej

przemieszczajacym sie od osi r = 0, zas H,(lz) falom wedrujgcym ku osir = 0.
Rozwigzanie rownan (2.8) mozna wiec przedstawi¢ w postaci
fG) = AHY (ar) + BHP (ar),

gr() = A HY, (Br) + BLHE, (B,
(2.112)

go(r) = —AHY, (Br) — BH®, (Br),

92(r) = AsHSY (Br) + Bz HP (Br).

Powyzej wykorzystano fakt, ze ze wzgledu na niezmienniczo$¢ cechowania jedna sktadowa
potencjatu Y moze byé wyznaczona jako kombinacja dwdch pozostatych sktadowych tak, ze
mozna pokazac, ze bez straty ogdélnosci rozwigzania mozemy przyjac g, = —gg-.

Przemieszczenia mozna wyznaczy¢ korzystajgc ze zwigzkdw (2.2) i (2.3) i z wyrazen na gradient
i rotacje we wspétrzednych cylindrycznych:

dp 10y, 0y,

Y=y T 00~ oz’

_13p 0. 3y,
rofd 0z or’

" =a_§0+la(7”¢e)_lall)r
2 0z r or r 00’

(2.12)

Ug

W celu znalezienia wyrazen na naprezenie w rozwazanym osrodku korzystamy z relacji miedzy
odksztatceniami i przemieszczeniami, ktére we wspétrzednych cylindrycznych przyjmujg postaé
[27]:

- du, . = l(aur N auz>
™o or’ 7 2\o9z  or/)

(2.13)

_1(8u9 u9+16ur>
“0=5Car 7 "7 a0

oraz uogodlnionego prawa Hooke’a, ktore stanowi liniowg relacje miedzy odksztatceniami
i naprezeniami
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ar 7 tr o0 Tz

ou, u, 1du du
Opp = 2U€py + A( . . —9° Z),
(2.14)
Orz = 2UErz,  Oprg = 2li€rg.
Jawna postaé wyrazen na naprezenia w uktadzie wspdtrzednych cylindrycznych po
uwzglednieniu prébnych rozwigzan jest nastepujaca:

Opy = {—l(az +k2)f + 2u (f” + ;(gg - %) + kg{)} cosnf e~ twttikz,

ng, n+1 nk e
0 = u{=2kf" =2 (g1 + 91 =) = 1 (k2 = 1) = - gu cosng ettt
(2.15)
2n ! f n
Orog = M{ (f - ;) — (295 + B?93)

r
n+1 S
-k ( 91— g{)} sinn@ e~iwttikz,

Do tej pory rozwazaliSmy nieograniczony osrodek sprezysty, ale ukfad ktéry nas interesuje to
cylindryczne wydrazenie w takim osrodku o promieniu a i osi wzdtuz kierunku z. Gdy
wydrazenie jest puste, warunki brzegowe dla takiego uktadu wyrazajg znikanie naprezen na
Scianach wydrazenia. Majg one zatem postadé:

Opr =0py =0pg =0 dla r=a. (2.16)

Ze wzgledu na to, ze uktad jest nieograniczony interesujg nas tylko fale rozchodzace sie
w kierunku na zewnatrz od osi symetrii wydrazenia, a wiec ograniczamy sie do rozwigzan
opisujacych takie fale czyli przyjmujemy B = B; = B; = 0. Po tym podstawieniu réwnania
(2.16) sprowadzaja sie do jednorodnego uktadu réwnan liniowych na wspdtczynniki 4, A4 i Az,
tj. M;jA; = 0, gdzie i,j = 1, 2, 3. Macierz tego uktadu jest nastepujaca:

My = —(2n(1 + n) + a2(k? — B2))H,_,(aa)
—2(2n—2n% + a*(a® + (n — D(B? — k) ) Hy_1(ac)/ac,
My, = 2iak(aBH,(aB) — (1 + n)Hyyq1(apB)),
M3 = 2anfH,_,(aB) — 2n(1 + n)H, (ap),
M,, = ia*kaH}(aa),
a?(k? = f*)Hyp_1(ap) + na(B? — 2k*)H,(ap)/B,
M5 = iaknH, (af),

(2.17)

S
I

M3, = —2anaH,_,(aa) + 2n(1 + n)H,(aa),
—ia’kBHy 4, (ap),

M3z = (2n(1 +n) — a®*B*)H,—5(aB) + 2n(2 — 2n* + a®*B*)H,_1(aB)/ap.

S
I

Dlan = 0 macierz ta znacznie sie upraszcza. Ruchy osiowo-radialne ulegajg rozprzezeniu od
ruchéw skrecajacych. Pierwsze wykazujg bowiem symetrie wzgledem odbicia w ptaszczyznach
zawierajgcych oS z, podczas gdy drugie symetrie te tamia.
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Warto zastosowac zmienne zredukowane

-~ ka . wa
F=—, &= —. (2.18)
2 TCr
Dla przejrzystosci w dalszej czeéci tego rozdziatu k i @ bede nazywat odpowiednio wektorem
falowym i czestoscig bez okreslenia ,,zredukowany”.

Korzystajgc dodatkowo z zaleznosci v = A/(2(1 + w)), gdzie v jest ilorazem Poissona, mozemy
zapisac iloraz predkosci fazowych fal poprzecznych i podtuznych:

or _ koo 1-2v (2.19)
L A+2u 2(1—=v) '
W nowych zmiennych réwnanie
detM(@,k) =0 (2.20)

jest sparametryzowane tylko ilorazem Poissona oraz liczbg n.

Kiedy wydragzenie jest nieskoniczenie dtugie, dopuszczalne rozwigzania charakteryzujg sie
rzeczywistym wektorem falowym. Rozwazamy wiec tutaj tylko takie fale, dla ktérych k jest
rzeczywiste, jednak @ moze by¢ zespolone. Lewa strona réwnania (2.20) moze rdéwniez
przyjmowaé wartosci zespolone zatem rozwigzaniem tego réwnania dla danego k i n bedzie
takie @, ktore jednoczesdnie zeruje czes¢ rzeczywisty i urojong wyznacznika po lewej stronie
réwnania.

2.2 Numeryczne wyznaczanie czestosci fal i rezonansow
powierzchniowych

Aby znalez¢ czestos¢ wzbudzen powierzchniowych nalezy rozwigza¢ réwnanie (2.20)
zawierajgce przestepng funkcje zespolong argumentu @ na ogdt zespolonego. Jak wiadomo
problem znajdowania miejsc zerowych funkcji przestepnych nalezy do najmniej okreslonych
w matematyce, nie istniejg proste reguty, ktére by zapewniaty istnienie lub okreslong liczbe
rozwigzan [28].

W obecnym problemie zostata zastosowana metoda polegajgca na sledzeniu miejsc zerowych
rzeczywistych funkcji Re det M(&, k) oraz Im det M(&, k) na ptaszczyznie (Re @,Im @). Rys.
2.1 przedstawia przyktad tej procedury dla zadanego wspodtczynnika Poissona (v = 0.3)
i konkretnych wartosci zredukowanego wektora falowego (k = 0k = 0.5). Miejsca zerowe
czesci rzeczywistej sy tam oznaczone kolorem czerwonym, a miejsca zerowe czesci urojonej
kolorem zielonym. Punkty przeciecia tych krzywych, o ile istniejg, oznaczajg zespolone miejsca
zerowe rozwazanego wyznacznika. Dodatkowo przerywanymi liniami oznaczono $Sciezki, po
ktérych podazajg rozwiazanie zespolone & (w tym wypadku dwa) dla rosnacej wartosci k.
W celu wyznaczenia relacji dyspersji nalezy przesledzi¢ potozenia wspomnianych miejsc
zerowych dla wartosci k z zadanego interesujacego nas przedziatu. Cze$¢ rzeczywista czestosci

~I

zostata oznaczona przez @' a cze$¢ urojona przez @', tj. @ = @' + i@"".
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L (b) & = 05

Im(@)

"n_

()

0.0 0.5 1.0 1.5 2.00.0 1.0

@'=Re(@) @'=Re(@)
Rys. 2.1 Poziomice odpowiadajgce zerowaniu sie rzeczywistej (kolor czerwony) i urojonej (kolor
zielony) czesci wyznacznika z réwnania (2.20) otrzymane dla k =0 (a) oraz dlak = 0.5 (b).
Przeciecia poziomic wyznaczajg rozwigzania tego réwnania. Linie kreskowane i kropkowane
odpowiadajg sciezkom, po ktérym poruszajg sie rozwigzania zespolone (tutaj dwa) réwnania
(2.20), gdy zmieniamy warto$¢ k. Oba rysunki odpowiadaja n = 0 oraz wspdtczynnikowi
Poissonav = 0.3.

Ponadto dla @ < 2k jesteémy ponizej dolnej granicy obszaru radiacyjnego, a wiec mozemy
dostac rozwigzania z rzeczywistym @ dla fal powierzchniowych. W celu lepszego zobrazowania
tych rozwigzan na Rys. 2.2 przedstawiona zostata wartos¢ rozwazanego wyznacznika dla @

rzeczywistego.

1.0~

0.8t

0.61

0.4¢

0.2¢

0.0r

Redet M (@), Imdet M (@)

-0.2¢

-0.4L. ‘ : : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

@'=Re(®)

Rys. 2.2 Wartos¢ czesci rzeczywistej (kolor czerwony) i urojonej (kolor zielony, wartos¢ zerowa)
wyznacznika detM dla czestosci @ czysto rzeczywistej, ponizej dolnej granicy obszaru
radiacyjnego dla k = 0.5 i wspdtczynnika Poissona v = 0.3. Zaznaczono warto$¢ @ ~ 0.9811,
dla ktérej wartosé wyznacznika wynosi zero.
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2.3 WyniKki

Ze wzgledu na symetrie osiowg problemu wzbudzenia powierzchniowe w wydrgzonym
cylindrze sg klasyfikowane przez , azymutalng” liczbe kwantowa n. Liczba ta wskazuje liczbe
weztow fal na obwodzie cylindra. Z tego powodu najnizej energetyczne sg wzbudzenia
odpowiadajgce najmniejszym wartosciom n. W rozwazanym modelu dla kazdego n dostajemy
rozwigzania typu fala powierzchniowa (z rzeczywistg czesto$cig) oraz typu fala ciekngca
(z zespolong czestoscia)

2.3.1 Prawdziwa fala powierzchniowa

W przypadku pfaskiej powierzchni ograniczajgcej izotropowy osrodek ciggly jedyng falg
powierzchniowg jest fala Rayleigha [29]. Polaryzacja tej fali jest eliptyczna i lezy w ptaszczyznie
wyznaczonej przez wektor falowy k oraz przez normalng do powierzchni (tzw. pfaszczyzna
strzatkowa). Predkos¢ fazowa takiej fali jest niezalezna od wektora falowego ki jest zawsze
mniejsza od predkosci fazowej poprzecznych fal objetosciowych. Inne fale powierzchniowe
w osrodkach izotropowych mogg wystepowac tylko w przypadku, gdy powierzchnia jest
w jaki$ sposdb zmodyfikowana przez osadzone na niej warstwy. Wsrdd takich fal wyrdznia sie
fale o polaryzacji w ptaszczyznie powierzchni, tzw. fale poziomo $cinajgcy (shear horizontal).
Kiedy powierzchnia jest jedynie ograniczeniem osrodka bez modyfikacji ta fala staje sie
poprzeczng falg objetosSciowg poruszajacy sie rownolegle do powierzchni. Nazywa sie jg falg
objetosciowq ,,muskajgcy” powierzchnie (surface skimming bulk wave) [29]. Czasami moéwi sie
o niestabilnej fali powierzchniowej poniewaz niewielka zmiana warunkéw brzegowych moze jg
przeksztatci¢ w prawdziwg fale powierzchniowa.

W rozpatrywanym tu przypadku powierzchni w ksztatcie wydrgzonego cylindra fala o cechach
fali Rayleigha okazuje sie takze jedyng prawdziwg falg powierzchniowg dla wszystkich
zbadanych wartosci n. Rys. 2.3 przedstawia relacje dyspersji dla tej fali dla réznych wartosci
wspotczynnika Poissona dlan = 0. Istotna réznica w poréwnaniu z powierzchnig ptaska polega
na tym, ze predkos¢ fazowa zalezy od dtugosci fali, a w granicy fal dtugich dazy do predkosci
fazowej fal poprzecznych cr. Zatem w tej granicy rozpatrywana fala staje sie falg objetosciowg
»muskajgca” powierzchnie. Z kolei w granicy fal krétkich nachylenie krzywej dyspersji dazy do
wartosci cg, tzn. predkosé grupowa tych fal w wydrazonym cylindrze staje sie réwna predkosci
fal Rayleigha. Jest to zgodne z oczekiwaniem, gdyz dla promienia wydrgzenia dazacego do
nieskonczonosci (lub gdy diugos¢ fali jest mata w poréwnaniu ze srednicg wydrgzenia)
powinnismy otrzymac wynik zgodny z tym dla powierzchni ptaskiej. Z Rys. 2.3 wida¢, ze wraz ze
wzrostem wartosci wspodtczynnika Poissona kat nachylenia krzywych zwieksza sie. Warto
zaznaczy¢ réwniez, ze predkos¢ cy jest takie predkoscia fazowa odpowiadajaca
podstawowemu bezdyspersyjnemu modowi skrecajgcemu, ktory otrzymujemy w rozwazanym
modelu, o relacji dyspersji bedacej w zmiennych zredukowanych prosta & = 2k.

Polaryzacja znalezionych fal powierzchniowych obejmuje przemieszczenia w kierunku
radialnym i osiowym co jest analogiczne do polaryzacji strzatkowej. Analogiem polaryzacji
poziomo-scinajacej jest ruch azymutalny. Podobnie jak w przypadku fal na ptaskiej powierzchni
nie znaleziono prawdziwych fal powierzchniowych o tej polaryzacji na wewnetrznej
powierzchni cylindra.
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Rys. 2.3 Relacja dyspersji dla odpowiednika fali Rayleigha dlan = 0 dla wspdtczynnikéw
Poissona od v = —1 (najmniejszy kat nachylenia krzywej) do v = 0.5 (najwiekszy kat) co 0.1.
Linig przerywang zostata oznaczona dolna granica pasma objetosciowego.

2.3.2 Fale cieknace

Dla kazdego n oprécz modu z czestoscig rzeczywistg, odpowiadajgcego fali Rayleigha dla
osrodka zakonczonego ptaskg powierzchnig, dostajemy szereg modow z czestoscig zespolong —
ktérym odpowiadajg fale ciekngce

Na Rys. 2.4 przedstawiono zalezno$¢ czesci rzeczywistej i urojonej czestosci @ od wektora
falowego k dla poszczegdlnych modéw dla n = 0 (linie ciagte), n = 1 (linie kreskowane)
i n = 2 (linie kropkowane). Wspomniane zaleznosci zostaty narysowane zaréwno dla wybranej
dodatniej (v = 0.3) jak i ujemnej (v = —0.3) wartosci wspotczynnika Poissona.
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Rys. 2.4 Zaleznosé¢ czedci rzeczywistej (a) i urojonej (c) czestosci @ od wektora falowego k dla
poszczegblnych modow dla wspdtczynnika Poissona v = —0.3 dlan = 0 (linie ciggte),n =1
(linie kreskowane) in = 2 (linie kropkowane). Wykresy (b) i (d) przedstawiajg analogiczne
zaleznosci dla wspdtczynnika Poissona v = 0.3.

W przeprowadzonych obliczeniach nie ograniczamy sie wiec tylko do dodatnich wartosci
wspotczynnika Poissona jak to ma miejsce w wielu publikacjach, ale uwzgledniamy réwniez
obszar auksetyczny: v < 0.

Przypadek n = 0 jest szczegdlny, poniewaz macierz M rozpada sie wtedy na dwa bloki
o wymiarach 2 X 2 oraz1 X 1. Pierwszy z tych blokéw obejmuje ruchy osiowe i radialne
wykazujace symetrie zwierciadlang wzgledem ptaszczyzn zawierajgcych o$ cylindra, podczas
gdy drugi z blokdw — ruchy skrecajace, famigce te symetrie.

Dla n = 0 otrzymujemy dwa rozwigzania réwnania (2.20) z @ zespolonym. Jedno z tych
rozwigzan (mod 1 na Rys. 2.5, linia przerywana), odpowiadajgce ruchowi skrecajgcemu, nie
zalezy od wspdtczynnika Poissona w zmiennych zredukowanych, podczas gdy zaleznosé
drugiego rozwigzania (mod 2) od tego wspodtczynnika jest widoczna wyraznie na Rys. 2.5. Dla
fal diugich cze$é¢ rzeczywista @ stabo zalezy od k natomiast dla fal krétszych (k > 1) relacja ta
staje sie z dobrym przyblizeniem liniowa a cze$¢ urojona @ (co do wartosci bezwzglednej) jest
bardzo mata i maleje wyktadniczo z rosnacym k. Obliczajac predkosé¢ fazowa tej fali jako
0&' /0k dostajemy wartosci zblizone do wartosci predkosci dla fali Rayleigha. Wida¢, ze
charakter zalezno$ci zaréwno czeici rzeczywistej jak i czesci urojonej @ od k nie ulega
znaczacej zmianie w przedziale wspodfczynnika Poissona od v=—-1dov = 04. W tym
przedziale wraz ze wzrostem wspétczynnika Poissona rosnie wielkos¢ przerwy (T)’(IE = () oraz
maleje co do wartosci bezwzglednej wartosc 5”(!? = 0). Dla wiekszego wspdtczynnika
Poissona charakter tych zaleznosci ulega zmianie w obszarze dtugofalowym, jednak dla catego
przedziatu v w obszarze fal krétkich (duze k) zaleznoé¢ @' (k) i log @' (k) pozostaje liniowa.
Warto zauwazy¢, ze chociaz cze$¢ urojona czestosci staje sie mata dla duzych wektorow
falowych, tj. czas zycia tych modoéw sie wydtuza, to jednak pozostajg one zawsze ttumione,
czyli majg charakter poddzwiekowych fal ciekngcych.

43



1.0

| 20

0.8

%80 0.1 02 03 04 0.5

k

Rys. 2.5 Zalezno$¢ czesci rzeczywistej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 2 (linie
ciggte), n = 0 oraz dla wartosci wspdtczynnika Poissona odv = —1 dov = 0.4 co 0.1 (kolor
czarny) orazod v = 0.42 dov = 0.5 co 0.02 (kolor niebieski). Na wykresie zaznaczono réwniez
analogiczng zaleznos$¢ dla modu 1 (linia przerywana), ktéra nie zalezy od wspdtczynnika
Poissona w zmiennych zredukowanych. Warto zauwazy¢ silng zalezno$¢ od v dla matych k.
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Rys. 2.6 Zalezno$¢ czesci urojonej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 1 (linie ciagte),
n = 0 oraz dla wartosci wspotczynnika Poissona od v = —1 do v = 0.4 co 0.1 (kolor czarny)
oraz od v =0.42 do v = 0.5 co 0.02 (kolor niebieski). Na wykresie zaznaczono réwniez
analogiczng zaleznos¢ dla modu 2 (linia przerywana), ktéra nie zalezy od wspdtczynnika
Poissona w zmiennych zredukowanych.
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Na Rys. 2.7-2.10 zostaty przedstawione wyniki uzyskane dlan = 1. Dostajemy dwa mody
z czestosciami zespolonymi. Dla modu pierwszego (Rys. 2.7 i Rys. 2.8) charakter zaleznosci
czesci rzeczywistej czestosci od wektora falowego nie zmienia sie znaczaco w przedziale
wspoétczynnikéw Poissona od v = —1 do v = 0.3. Dla granicznych wartosci wspdtczynnika
Poissona z dodatniego korica tego przedziatu widoczna jest anomalia w postaci przegiecia
krzywej relacji dyspersji w okolicach k = 0.25. Dla Wspétczynnikéw Poissona v > 0.3 wida¢
zdecydowang zmiane charakteru krzywych, ktérych kat nachylenia ulega znacznemu
zmniejszeniu i jest stabo zalezny od wartosci wspétczynnika Poissona. Zmiana charakteru
krzywych w zaleznoéci od wielkosci wspdtczynnika Poissona widoczna jest dopiero dla k > 0.1,
dla mniejszych k charakter krzywych jest podobny i niezaleznie od k dostajemy przerwe na osi
rzeczywistej czesci czestosci, ktdrej wielkos¢ jest niezalezna od wspdtczynnika Poissona.
Krzywe relacji dyspersji na Rys. 2.7 sg kontynuowane do miejsca gdzie czes¢ urojona czestosci,
widoczna na Rys. 2.8, staje sie zerowa. Réwniez na Rys. 2.8 wida¢ zmiane charakteru krzywych
od v = 0.3, kiedy to krzywe zaleznosci czesci urojonej ulegaja przegieciu w okolicach k = 0.25
i dalej ich potozenie jest stabo zalezne od wspdtczynnika Poissona a czes$¢ urojona czestosci jest
przynajmniej o rzad wielkosci wieksza dla tych krzywych niz dla krzywych odpowiadajacych
mniejszym wspétczynnikom Poissona (dla zadanych k).
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Rys. 2.7 Zalezno$¢ czedci rzeczywistej czestoéci @ od wektora falowego k dla modu 1,n =1
oraz dla wartosci wspétczynnika Poissona od v = —1 do v = 0.2 co 0.1 (kolor czarny) oraz od
v = 0.25dov = 0.5 co 0.05 (kolor niebieski).
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Rys. 2.8 Zalezno$¢ czedci urojonej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 1, n = 1 oraz
dla wartosci wspédtczynnika Poissona od v = —1 do v = 0.2 co 0.1 (kolor czarny) oraz od
v = 0.25dov = 0.5 co 0.05 (kolor niebieski).

Dla modu drugiego krzywe zaleznosci rzeczywistej i urojonej czesci zredukowane] czestosci
w zaleznosci od zredukowanego wektora falowego k sa przedstawione na Rys. 2.9 i Rys. 2.10.
Rowniez dla tego modu wida¢ zmiane charakteru krzywych w zaleznosci od wartosci
wspotczynnika Poissona. Dla wspodtczynnikdw Poissona z przedziatu odv = —1dov = 0.3
zalezno$¢ czesci rzeczywistej czestosci od wektora falowego ma podobny charakter jak dla
modu pierwszego z tym Zze teraz przerwa na osi czestosci jest zalezna od wartosci
wspdtczynnika Poissona (por. Rys. 2.9 i Rys. 2.7) oraz katy nachylenia krzywych sg bardzo stabo
zalezne od czestosci (por. wstawka na Rys. 2.9) — sama zalezno$¢ rzeczywistej czesci czestosci
od wektora falowego dla obu modéw dla duzych wektoréow falowych jest liniowa. Dla
wspotczynnikéw Poissona wiekszych od v = 0.3 wspomniane krzywe ulegaja przegieciu ku
wyzszym wartosciom czesci rzeczywistej czestosci. Na Rys. 2.9 sg one kontynuowane az do
miejsca gdzie czes$¢ urojona czestosci znika, co jest rowniez dobrze widoczne na Rys. 2.10 gdzie
dla wspodfczynnikdw Poissona mniejszych od v = 0.3 charakter zaleznosci czesci urojonej
czestosci od wektora falowego jest podobny i dla wiekszych wektoréw falowych potozenie
krzywych stabo zalezy od wartosci wspoétczynnika Poissona (por. wstawka na Rys. 2.10). Dla
wiekszych wspétczynnikdw Poissona czes$é urojona czestosci stosunkowo szybko zmierza do
zera.

46



k

Rys. 2.9 Zalezno$¢ czesci rzeczywistej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 2,n =1
oraz dla wartosci wspoétczynnika Poissona od v = —1 dov = 0.2 co 0.1 (kolor czarny) oraz od
v = 0.25do v = 0.5 co 0.05 (kolor niebieski).
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Rys. 2.10 Zaleznos¢ czesci urojonej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 2, n = 1 oraz
dla wartosci wspdtczynnika Poissona od v = —1 do v = 0.2 co 0.1 (kolor czarny) oraz od
v = 0.25do v = 0.5 co 0.05 (kolor niebieski). Wida¢ silny zanik ttumienia ze wzrostem k dla
duzych v. Dla pewnej wartosci v obserwujemy jakosSciowg zmiane zachowania: dlav < 0.3
ttumienie powoli maleje z k, natomiast od wartoéci v ~ 0.3 dazy do zera z k.
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Dla n = 2 dostajemy cztery mody z czestosciami zespolonymi. Na Rys. 2.11 i Rys. 2.12
przedstawione zostaty zaleznosci odpowiednio czesci rzeczywistej i urojonej modu pierwszego
w zaleznoéci od k dla réinych wartoséci wspodtczynnika Poissona. Dla duzych wektoréw
falowych zaleznos$¢ czesci rzeczywistej czestosci od wektora falowego pozostaje praktycznie
liniowa i niezalezna od wartosci wspotczynnika Poissona co jest dobrze widoczne na wstawce
na Rys. 2.11. Dla matych wektoréow falowych zaleznos¢ od wspdtczynnika Poissona jest juz
widoczna a wielko$¢ przerwy na osi czestosci rosnie wraz ze wzrostem wspodtczynnika Poissona.
Réwniez zaleznos$¢ czesci urojonej czestosci od wektora falowego dla duzych wektoréw
falowych stabo zmienia sie ze wspodtczynnikiem Poissona. Dla matych wektoréw falowych
zaleznoé¢ ta jest natomiast wyrazna z minimami w okolicach k = 0.15, ktdérych gtebokosé
ro$nie ze zmniejszaniem sie wartosci wspétczynnika Poissona.

Na Rys. 2.13 i Rys. 2.14 zostaty przedstawione analogiczne zaleznosci jak wczesniej ale dla
modu drugiego. Dla duzych wektorow falowych dostajemy liniowg zalezno$é¢ czesci
rzeczywistej czestosci od wektora falowego, co dobrze wida¢ na wstawce na Rys. 2.13, z katem
nachylenia rosngcym wraz ze wzrostem wspotczynnika Poissona. Wraz ze wzrostem
wspbtczynnika Poissona zwieksza sie rozmiar przerwy na osi czestosci. Dodatkowo dla
mniejszych wektoréow falowych i duzych wspdtczynnikéw Poissona v > 0.4 dostajemy
anomalie w postaci maksimum dla k =~ 0.2 i rosngcego ze wzrostem wspdtczynnika Poissona.
Dla wiekszych wektorow falowych zaleznos¢ urojonej czesci czestosci od wektora falowego jest

malejaca funkcjg wyktadniczg co wida¢ na wstawce na Rys. 2.14 (skala logarytmiczna).

Rys. 2.11 Zalezno$¢ czesci rzeczywistej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 1, n = 2
oraz dla wartosci wspétczynnika Poissonaod v = —1 dov = 0.5 co 0.1.
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Rys. 2.12 Zalezno$¢ czesci urojonej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 1, n = 2 oraz
dla wartosci wspodtczynnika Poissona od v = —1 do v = 0.5 co 0.1. Wyrazne minimum
ttumienia dla k ~ 0.15 w obszarze poddzwiekowym.
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Rys. 2.13 Zalezno$¢ czesci rzeczywistej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 2, n = 2
oraz dla wartosci wspoétczynnika Poissona od v = —1 dov = 0.4 co 0.1 (kolor czarny) oraz od
v = 0.41dov = 0.49 co 0.01 (kolor niebieski).
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Rys. 2.14 Zalezno$¢ czesci urojonej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 2, n = 2 oraz
dla wartosci wspdtczynnika Poissona od v = —1 do v = 0.4 co 0.1 (kolor czarny) oraz od
v = 0.41dov = 0.49 co 0.01 (kolor niebieski).

Na Rys. 2.15 i Rys. 2.16 przedstawione sg zaleznosci czesci rzeczywistej i urojonej od wektora
falowego dla modu trzeciego. Na Rys. 2.15 wida¢, ze wielkos$¢ przerwy na osi czestosci dla tego
modu nie zalezy od wspdtczynnika Poissona. Zaréwno na Rys. 2.15 jak i na Rys. 2.16 widoczna
jest zmiana charakteru krzywych przy wspodtczynniku Poissona v = 0. Dla wiekszych
wspotczynnikéw Poissona nachylenie krzywych na Rys. 2.15 staje sie zdecydowanie mniejsze
i stabiej zalezne od wartosci wspodtczynnika Poissona niz dla mniejszych wspétczynnikéw
Poissona. Rowniez na Rys. 2.16 widaé, ze od wartosci wspotczynnika Poissona v = 0 ostre
maksimum w okolicy k = 0.5 znika i na jego miejsce pojawia sie szerokie maksimum, ktérego
szerokos$¢ przy zwiekszajgcym sie wspodtczynniku Poissona maleje i ktére przesuwa sie wtedy
w kierunku mniejszych k.

Na Rys. 2.17 i Rys. 2.18 przedstawione zostaty analogiczne zaleznosci do poprzednich ale dla
modu czwartego. Na Rys. 2.17 widoczne sg anomalie w zaleznosci czesci rzeczywistej czestosci
od wektora falowego dlav =~ 0 orazv ~ 0.49. W pierwszym wypadku w okolicy k = 0.5
dostajemy odchylenie krzywych ku nizszym wartosciom czesci rzeczywistej czestosci. W drugim
przypadku dostajemy natomiast zdecydowane zakrzywienie zaleznoéci w okolicy k = 0.2
z wyraznym minimum w okolicy k = 0.35. Dla zaleznosci czeéci urojonej czestosci od wektora
falowego obraz zmian wraz ze wzrostem wspétczynnika Poissona jest bardziej skomplikowany.
Dla v < 0.4 charakter krzywych na Rys. 2.18 jest podobny. Jedynie dla v = 0 widzimy anomalie
w postaci przegiecia krzywych w okolicy k = 0.5. Natomiast dla wiekszych wartosci
wspoétczynnika Poissona obserwujemy coraz wyisze maksimum w okolicy k = 0.2, ktdre
nastepnie od v = 0.49 zaczyna maleé.
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Rys. 2.15 Zalezno$¢ czesci rzeczywistej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 3, n = 2
oraz dla wartosci wspétczynnika Poissonaod v = —1 dov = 0.5 co 0.1.
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Rys. 2.16 Zaleznos¢ czesci urojonej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 3, n = 2 oraz
dla wartosci wspdétczynnika Poissonaodv = —1 dov = 0.5 co 0.1.
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Rys. 2.17 Zalezno$¢ czesci rzeczywistej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 4, n = 2
oraz dla wartosci wspodtczynnika Poissona od v = —1 dov = 0.4 co 0.1 (kolor czarny), od
v =0.42dov = 0.48 co 0.02 (kolor niebieski, linia ciggta) oraz odv = 0.485dov = 0.5 co
0.005 (kolor niebieski, linia przerywana).
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Rys. 2.18 Zalezno$¢ czesci urojonej czestosci @ od wektora falowego k dla modu 4, n = 2 oraz
dla wartosci wspoétczynnika Poissona od v = —1 do v = 0.4 co 0.1 (kolor czarny), od v = 0.42
do v = 0.48 co 0.02 (kolor niebieski, linia ciggta) oraz od v = 0.485 dov = 0.5 co 0.005 (kolor

niebieski, linia przerywana).
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Przedstawione wyniki pokazujg, ze geometria cylindryczna prowadzi do powstawania fal
obserwowanych jedynie w obszarze interfejsu ciato state — ciecz dla geometrii ptaskiej [4], tj.
tzw. podzwiekowych fal ciekngcych. Czas zycia tych fal na ogdét maleje ze wzrostem wektora
falowego. Wspoétczynnik Poissona ma duzy wptyw na charakter uzyskanych cieknacych fal
powierzchniowych — w szczegdlnosci dla wartosci v bliskich 0.5 tj. dla materiatow, w ktérych
objetos¢ zmienia sie niewiele pod wptywem rozciggania jednoosiowego. W badanym uktadzie
otrzymuje sie réwniez prawdziwe fale powierzchniowe bedgce odpowiednikiem fal Rayleigha,
jednak w granicy fal dtugich, jak pokazano, stajg sie one falami objetosciowymi muskajgcymi
powierzchnie.
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Rozdzial 3

Auksetyk z powierzchnig poddany naprezeniu
zewnetrznemu

W rozdziale tym przedstawiona jest analogia dynamiki powierzchni w dwuwymiarowym
modelu auksetyka. Model ten jest bardzo prosty. Sktada sie ze sztywnych pretéw potgczonych
niewazkimi sprezynami. Mimo swej prostoty model ten wykazuje szereg ciekawych wtasnosci
w zaleznosci od przytozonego naprezenia zewnetrznego, m.in.:

e moze posiadac wspotczynnik Poissona w zakresie —oo < v < oo,

e przy pewnej wartosci naprezenia otwiera sie przerwa wzbroniona dla fal sieciowych, co
jest charakterystyczne dla krysztatéw fononicznych,

e przy odpowiednio dobranych parametrach powierzchni w obszarze pasma fal
objetosciowych moze pojawic sie izolowana prawdziwa fala powierzchniowa.

Auksetyki sg materiatami o ujemnym wspdtczynniku Poissona. Zwiekszaja one wiec swoje
wymiary poprzeczne przy podtuznym rozcigganiu. Mechanizm fizyczny odpowiedzialny za to
dos¢ nieintuicyjne [26, 30] zachowanie polega czesto na istnieniu w materiale pewnych
skosnych potaczen np. wigzan chemicznych lub innych quasi-sztywnych elementéw, ktére przy
rozcigganiu odchylajg sie od osi przyktadanego naprezenia [31-34]. Model rozpatrywany w tym
rozdziale nalezy witasnie do tej kategorii auksetykéw, jednak znane sg réwniez materiaty,
w  ktérych ujemny wspodtczynnik Poissona jest wynikiem wspétgrania obsadzonych
i nieobsadzonych standw elektronowych [35].

Mimo Zze istnienie wspomnianych sztywnych segmentéw wydaje sie prowadzi¢ do nowych,
interesujgcych efektéw dynamicznych ze wzgledu na dodatkowe rotacyjne stopnie swobody,
literatura na temat dynamiki sieci materiatéw auksetycznych nie jest zbyt bogata. Sparavigna
[36] badata ruchy poza ptaszczyzne (out-of-plane) w uktadzie przypominajgcym sieé
o strukturze powracajgcej szesciokatnej (reentrant honeycomb) [34]. Pokazata ona, ze w takim
uktadzie otrzymujemy pasma wzbronione zalezne od parametréow uktadu. W prezentowanym
w tym rozdziale modelu pokazane jest analogiczne zachowanie jesli chodzi o wtasnosci
fononiczne materiatu ale dla ruchdw w ptaszczyznie (in-plane) w podobnym modelu w polu
zewnetrznym kwadrupolowym [15, 16]. Wczesniej podobne zachowanie zaobserwowalismy
dla zewnetrznego pola dipolowego [31]. Okazuje sie, ze wspdtczynnik Poissona moze w takich
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przypadkach przybieraé dowolnie duze wartosci dodatnie i ujemne. Prowadzi to do ciekawego
zjawiska jakim jest przyjmowanie przez fale poprzeczng predkosci fazowej wiekszej niz
predkos¢ fali podtuznej.

W rozdziale tym pokaze réwniez, ze rotacyjne stopnie swobody, niezbedne do uzyskania
ujemnego wspotczynnika Poissona dla wielu auksetykéw, mogg prowadzi¢ do istnienia
prawdziwej fali powierzchniowej (true surface wave, TSW) wystepujacej w pojedynczym
izolowanym punkcie pasma objetosciowego. Zjawisko to zostato przez nas nazwane izolowang
prawdziwg falg powierzchniowsg (isolated true surface wave, ITSW) [16].

3.1 Model i wlasnosci statyczne

Rozwazamy model osrodka auksetycznego jak na Rys. 3.1 oparty na pomysle Evansa [34] ze
zmianami wprowadzonymi przez Sparavigne [36]. Model ten sktada sie ze sztywnych pretow
o dtugosci 2d potgczonych poziomymi i ukosnymi niewazkimi sprezynami o statych sitowych
odpowiednio B i a i o dfugosciach swobodnych lgg i lo. Masy pretéw oznaczmy przez m a ich
momenty bezwtadnosci przez t.

e T — ==~~~ T 7 N
y ’ \ / \ >
H ------- % ------- M ------- h\
| / \ / \ / \1
Gy, /! \ / \ / g,
.[.I AN 4 & .. / & A
I*‘ Ly vi Ly vi
\ / / \ 7!
Fooy / \ / \ /)
l N 0 / \ /
ey < 11 ——— R—— ]
Ly \ / \ / v
(I \ / \ / \
\ 7 \ / \ /
.ﬁp ------- 'y . y A Ly . .
- / \ / \ ;
B \ / \ -
2d R e

Rys. 3.1 Model osrodka auksetycznego. Sztywne prety o dtugosci 2d mogg ulegac
przemieszczeniom, a takze mogg sie obracaé (na rysunku zaznaczono nie przytwierdzone do
podtoza srodki pretdw). Prety utozone w jednej poziomej linii bedziemy nazywaé warstwa.
Przerywanymi liniami oznaczono sprezyny o statych sitowych a i f. Uktad jest poddany
zewhetrznemu naprezeniu.

Wprowadzenie ukos$nych statych sitowych zamiast sztywnych elementéw obecnych
w pierwotnym modelu sieci (1, 4) refleksyny [34] o powracajgcej strukturze szesciokatnej
(reentrant honeycomb) nie zmienia istotnie wtasnosci dynamicznych modelu, a znacznie
upraszcza obliczenia poniewaz wszystkie wystepujgce tu oddziatywania sg dwuciatowe.

Wektory sieci opisujgce jej przestrzenna, dwuwymiarowg okresowos¢ mozina wybraé
W nastepujgcy sposob:

a = (3d,0), b= <§d\/—§d) (3.1)

56



Przyjmujemy, ze wyjsciowy stan modelu to uktad nienaprezony ze sprezynami przyjmujgcymi
swoje dtugosci swobodne réowne d, co daje nam strukture przypominajgcg plaster miodu
(obecnos¢ wklestych szesciokgtéw utworzonych przez sprezyny a i prety ttumaczy nazwe
»powracajgcej struktury szesciokatnej” — reentrant hexagonal structure [34]). Taki model
poddajemy zewnetrznemu naprezeniu — Sciskamy lub rozciggamy w kierunku x lub y.
Odksztatcenie modelu definiujemy poprzez wzgledne wydtuzenia: €44 w kierunku x i €5,
w kierunku y. Wektory sieci poddanej takim odksztatceniom sg nastepujace:

3 V3
a = (3d(1+¢€,),0), b= Ed(l + 611),761(1 + €32) (3.2)
Dla zadanych odksztatcen w kierunkach x i y sprezyny a tworza konkretny kat z pretami

oznaczony na Rys. 3.1 przez 6.

Ze wzgledu na fakt, ze d jest tylko wielkoscig skalujgcg caty model, przyjmujemy dalej, ze
d=1.

3.1.1 Naprezenia w oSrodku

Jesli dtugosci sprezyn sg inne niz ich dtugosci swobodne model nie jest w minimum energii
i aby utrzymaé caty uktad w réwnowadze trzeba przytozy¢ zewnetrzne naprezenie. Przytozone
naprezenia muszg zréwnowazy¢ naprezenia w osrodku, ktére wynosza:

Qlao(2 = 6611) + (—2B(=1+ Igo — 3€31) + a(—1+3€11)) S

011 = (3.3)
H V3(1 + €,,)S
a(l+e€ —2lp0+S
Gyy = (14 €25)(—2lgo )’ (3.4
V3(1+€,)S
gdzie w celu uproszczenia zapisu wprowadzono zmienng pomocnicza:
S = \/4‘ - 6611 + 95112 + 3622(2 + 622). (35)

Naprezenia mozemy przytozy¢ zaréwno w kierunku x jak iy, ale teraz interesuje nas tylko
przypadek gdy nie ma naprezen w kierunku y, czyli nie ma bedzie tez naprezen na powierzchni
uktadu réwnolegtej do osi x. Majgc dane odksztatcenie €;; aby uzyskac g,, = 0 odksztatcenie
€57 MuUsi wynosic:

J4la02 — (1 —3€41)? (3.6)
N :

€rp = _1+

Naprezenia w osrodku wynoszg wtedy:

2B(1 —lgo + 3€11)

\/‘”aoz —(1—3€11)?

011 = B 09 = 0.

(3.7)
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Naprezenia i inne wielkosci mogg by¢ réwniez wyrazone dla przypadku g,, = 0 przez kat
0 < 8 < m miedzy pretem i sprezyng a z wykorzystaniem zwigzku

1
€11 = 5(1 — 21,40 cos 0). (3.8)

3.1.2 Dopuszczalne wartosci parametrow modelu

Geometria modelu, obecnos¢ sztywnych elementéw oraz wymaganie mechanicznej stabilnosci
narzucajg ograniczenia wartosci parametrow. Dozwolone sg nieujemne wartosci dtugosci
swobodnych sprezyn. Dodatkowo, ze wzgledu na fakt, ze [, =0 prowadzi do
zdegenerowanego przypadku gdy grubos¢ osrodka kierunku y staje sie zerowa mamy
nastepujace ograniczenia na l g i l,_;o:

lao >0, lgg = 0. (3.9)
Gdy sciskamy materiat wystarczajgco mocno moze dojs¢ do zachodzenia na siebie sgsiednich
pretéw, aby tego unikna¢ nalezy przyjac

1
e >3 (3.10)

Rozciggajgc lub sciskajagc materiat w kierunku x mozemy dla odpowiednio duzego
odksztatcenia doprowadzi¢ do zerowej odlegtosci pomiedzy réwnolegtymi warstwami pretow.
Poniewaz prety nie moga sie przenika¢, musimy zatozy¢, ze

412, — (1 —3€61)%2>0 (3.11)

Skrajny przypadek odpowiadajgcy réwnosci w powyzszym wzorze odpowiada wiec sytuacji,
gdy wszystkie prety bytyby utozone w jednej linii.

Powyzsze relacje na €44 ilyo dajg nam obszary dopuszczalnych wartosci tych parametrow
zobrazowane na Rys. 3.2.

3.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ T A

2.5¢

=[5

2.0f

1.5¢
€11 6

[SIE

1.0

0.5¢

ENE

0.0¢

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
IM) laO

Rys. 3.2 Obszary dopuszczalnych wartosci parametrow modelu.
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3.1.3 Stale sprezyste

Brak niezmienniczosci rotacyjnej rozwazanego ukfadu prowadzi do sprzezenia odksztatcen
z obrotami, co wyraza nieréwnosc statych sprezystych c;512 # C2121. Z drugiej strony symetria
prostokatna C2mm [37], ktérej nie naruszajg naprezenia g4 i 0,5, zapewnia rozprzezenie
odksztatcen $cinajagcych i obrotéw od odksztatcen jednoosiowych 111 = €110 133 = €55.
Zatem ogdlna postaé macierzy statych sprezystych jest nastepujaca:

C1111  C1122 C1112  C1121 C1111  C1122 0 0

C= C2211 C2222 C2212 C2221 5 C2211  C2222 0 0 (3.12)
C1211 C1222 C1212  Ci1221 0 0 ci212 €221 | '
C2111 C2122 C2112 C2121 0 0 C2112  C2121

State sprezyste uzyte dalej do wyrazenia wspétczynnika Poissona w kierunku x i y wyrazajg sie
wzorami:

3(8l508 + a(l —3€11)H)(1 + €14)

C1111 = (3.13)
413:0\/41210 -(1- 3511)2
c _ a’(‘”éo -(1- 3511)2)3/2 (3.14)
2222 1212,(1 + €11) ' '
a4l%2, — (1 —3€,1)%2(—1+ 3¢
iy = gy = Y M0 = (1= 3€12)%C 1) (3.15)

412,
Wyrazenia na wszystkie state sprezyste zostaty umieszczone w dodatku A, gdzie zamieszczono

rowniez odpowiednie wzory wyrazone z uzyciem kata 6.

3.1.4 Warunki stabilnosci

Koniecznym warunkiem stabilnosci mechanicznej uktadu jest dodatnia wartos¢ wszystkich
wartosci wtasnych macierzy statych sprezystych (3.12). Warunek ten jest réwnowazny
dodatniej okreslonosci macierzy (dla macierzy hermitowskich, jak tutaj). Fizycznie warunek ten
wyraza, ze kazde jednorodne odksztatcenie i/lub obrét uktadu wigza sie ze wzrostem jego
energii, tj. wyprowadza go z minimum energii. Warunek powyzszy sprowadza sie w naszym
przypadku do:

C2121 >0, €1212 >0, €2222 >0, ¢1111 >0, (3.16)
¢f221 < C1212C2121) c¢t122 < €1111C2222, (3.17)
co mozna wyrazi¢ przez parametry modelu:
1
a>0, B>0, €% 3 oraz lgo < 1+ 3eyy, (3.18)
lub uzywajac kata 6:

T Z_lﬁo
a>0, f>0, Hiz oraz 2cosf < ——.

(3.19)
laO

W calym obszarze dopuszczalnych wartosci €;; oraz l,, oprécz prostej €;1 =1/3
(odpowiadajacej 8 = /2) da sig dobra¢ warto$¢ lg, tak aby macierz statych sprezystych byfa
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dodatnio okreslona. Dla e;; = 1/3 jedna z wartosci wtasnych osigga wartos¢ 0. Uktad jest
wtedy niestabilny ze wzgledu na sktadowa 171, = %. Obszar wartosci parametrow €;4 oraz lgg
odpowiadajgcy dodatniej okreslonosci macierzy statych elastycznych jest zobrazowany na Rys.

3.3a. Ten sam obszar ale wyrazony przez kat 6 zostat przedstawiony na Rys. 3.3b.
Wprowadzony zostat tutaj parametr (:

(== lgo (3.20)

lao

3.0(] : : : : ‘ 7 A

2.5¢
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2.0f

1.5¢
€11 6

SIE]

1.0p
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0.0r

0 2 4 6 8 10 12 -4 ) 0 2 4
Igo (2~130)/ a0
Rys. 3.3 Obszary dopuszczalnych wartosci parametrow modelu ze wzgledu na warunek

stabilnosci mechanicznej uktadu. Z obszaréw tych nalezy wytaczyé proste odpowiadajgce
511 - 1/3|9 :77.'/2.

3.1.5 Wspétczynnik Poissona

Wspodtczynnik Poissona materiatu dwuwymiarowego wyraza sie stosunkiem wzglednego
wydtuzenia do wzglednego skrdcenia w kierunku prostopadtym. Wielkos$¢ ta wynosi

_ Ceom1 _ 3(1+€11)(—=1+ 3€q9)

= (3.21)
! C2222 4150 — (1 — 3€41)?
dla naprezenia rozciggajacego w kierunku x oraz
_crizz_ a(4li — (1= 3€11)?) (=1 + 3€p9) (3.22)

Vo = =
27 cinn 3(81208 + a(1 = 3611)2) (1 + €44)
dla naprezenia rozciggajgcego w kierunku y.

Z powodu anizotropii modelu jak i przytozonego naprezenia utrzymujacego réwnowage dla
aktualnego kata 8 wspdtczynnik Poissona jest na ogét rézny w obydwu kierunkach. Powyzsze
wielkosci mozna wyrazic przez kat 6:

_ (=2 + 1,0 cos B) ctg B csc (3.23)

1%
! lao
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3 lyoa cos @ sin? 6
(=2 4+l cos0)(2B + acos? H)

vy (3.24)
Rys. 3.4 przedstawia obszary gdzie wspétczynnik Poissona v, przyjmuje standardowe wartosci
dla dwuwymiarowego osrodka tzn. —1 < v; < 1. W gérnym obszarze wspdtczynnik Poissona
przekracza warto$¢ 1, a w dolnym jest mniejszy od —1. Na Rys. 3.5 przedstawiona zostata
zaleznos$¢ v, od @ oraz l,,. Widoczne plateau na tym tréjwymiarowym wykresie odpowiada
obszarowi, gdzie —1 < v; < 1 na Rys. 3.4. Poza tym obszarem wspdtczynnik Poissona v; silnie
roSnie co do wartosci bezwzgledne] tak, ze dla matych katéw 8 mozemy dosta¢ wartosci
wspotczynnika Poissona v, znacznie mniejsze od —1 natomiast dla katéw bliskich /2 mozemy
uzyska¢ wartosci wspdtczynnika Poissona v, znacznie wieksze od 1. Dla katéw 0 < 8 < /2
jesteSmy w obszarze auksetycznym: v; < 0 natomiast dla katow /2 < 8 < w w obszarze
nieauksetycznym: v; > 0, ze wzgledu na rozcigganie w kierunku x.
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Rys. 3.4 Obszary, w ktorych wspodtczynnik Poissona przyjmuje wartosci: —1 < v; < 1 (kolor
szary), v; < —1 (kolor niebieski), v; > 1 (kolor czerwony). Powyzej prostych €;; =1/3
i 8 = m/2 mamy obszar nieauksetyczny, natomiast ponizej — auksetyczny.

Na Rys. 3.6 przedstawiona zostata zaleznos$¢ v, od kata 6 oraz [, w dopuszczalnym obszarze
tych parametréw. Warto$é v, zalezy nie tylko od 8 i [, ale réwniez od stosunku

E=—. (3.25)

Dla duzych wartosci & wystepujgce w réwnaniu (3.24) wyrazenie cos?6 staje sie
zaniedbywalne w poréwnaniu z £ i v, jest wtedy w dobrym przyblizeniu proporcjonalne do
&1, Zalezno$¢ v, od kata @ oraz I, wyglada wtedy jak na Rys. 3.6b z wartosciami na pionowej
skalowanymi wartoscig § 1. Powyzszy fakt prowadzi do podobieristwa wykreséw Rys. 3.6b
i Rys. 3.6c otrzymanych dla & roznigcych sie o trzy rzedy wielkosci. Dla matych wartosci &
w poréwnaniu z cos? 8 wspétczynnik Poissona staje sie stabo zaleiny od &. Zalezno$¢ v, od
kata 6 oraz [, wyglada wtedy jak na Rys. 3.6a.
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Rys. 3.5 Zaleznos$¢ wspotczynnika Poissona v4 od kata 8 oraz l,y. Widoczne obszary, w ktérych
wspotczynnik ten znacznie wykracza poza przedziat —1 < v; < 1.

Rys. 3.6 Zaleznos¢ wspdtczynnika Poissona v, od kata 6 oraz I,y dla (a) € =1/1000,
(b) & =1000, (c) ¢ =1.
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Powyzej zostaty przedstawione zaleznosci wspodtczynnika Poissona od parametréw modelu
tylko dla wybranych kierunkéw — wzdtuz osi x oraz y. Oczywiscie wspotczynnik Poissona mozna
wyznaczy¢ dla dowolnego kierunku:

v(g)
_ C1122(sin* ¢ + cos* @) + (1111 + C2222 = C1212 = Ca121 — 2C1221) SiN® P cos® d  (3.26)
C1111 Sin* @ + €225 €O5* P + (2¢1122 + 2C1221 + C1212 + C2121) SN2 P cos? ¢

gdzie kat ¢ wyznacza kierunek, w ktorym materiat jest rozciggany i jest liczony od kierunku
réwnolegtego do osi x.

Na Rys. 3.7 przedstawiona zostata zalezno$¢ wspotczynnika Poissona od kierunku oraz od kata
6 miedzy sprezyng a i pretem dla przyktadowych parametrow modelu. Z rysunku tego widac,
ze wspotczynnik Poissona dla rozwazanego uktadu wykazuje najwiekszg anizotropie dla katow
0 <m/4 oraz dlaf8 > 3m/4 . Dla wartosci posrednich zalezno$¢ wspétczynnika Poissona od
kierunku nie jest juz tak silna.

Rys. 3.7 Zaleinos$¢ wspdtczynnika Poissona od kierunku oraz od kata 8 miedzy sprezyna a
i pretemdlaa=p =11l =d,lgy =0. Widoczna jest znaczna anizotropia wspdtczynnika
Poissona w szczegdlnosci dla katéw 6 bliskich 0 i 7.

3.2 Wilasnosci dynamiczne

3.2.1 Rownania ruchu o$rodka
Réwnanie ruchu preta w pozycji (n,p) dla matych wychyled z potozeA réwnowagi na
nastepujgcy postac:

i (n,p,t) + z Qrp U(n +7,p +p,t) =0, (3.27)

n,p
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gdzie wskaznik n numeruje kolejne warstwy pretéw, natomiast wskaznik p numeruje tu prety
w kazdej warstwie. Q55 s3 odpowiednimi macierzami indeksowanymi przez i,p € {—1,0,1}
gdyz zgodnie z naszymi zatozeniami kazdy pret oddziatuje tylko ze swoimi najblizszymi
sgsiadami. Wektor wychylen u(n,p,t) = (ux,uy,ug) ma trzy sktadowe; u, i u, opisuja
przemieszczenia translacyjne srodkéw masy pretéw, zas ug obrot pretéow wzgledem orientacji
poziomej.

Do réwnania (3.27) wstawiamy rozwigzanie w postaci fali ptaskiej

i(n,p,t) = u(n)e i wttikex(np), (3.28)
gdzie
n
x(n,p) = (p + E) a,, a, = 3(1 + €11). (3.29)

Wielko$é x(n, p) jest pierwsza wspdtrzedng srodka masy preta w pozycji (n, p) natomiast a,
jest pierwszg sktadowg wektora sieciowego a ze wzoru (3.2).

Dynamika osrodka jest zadana w reprezentacji wektora falowego k, przez nastepujacy uktad
réwnan ruchu:

[ : : 1 f(n =2)| 1o
¢ct b ¢ o0 o .|[in=-D] Jo
o ¢t b ¢ o ..|| un) |=]0]. (3.30)
o o ct b c i(n+1) |0
: : i(n+2) 0

Macierz po lewej stronie powyzszego réwnania jest macierzg blokowg sktadajgcg sie
z macierzy C, jej sprzezenia hermitowskiego CT i macierzy D. Wektory %(n) sa amplitudami
przemieszczen (U, Uy, Ug) N-tej warstwy pretow.

Przyjmujac
u(n) = é etkyy(m, (3.31)

gdzie

y(n) =nby, b, = ?(1 +€22). (3.32)

otrzymujemy réwnanie opisujgce dynamike naszego uktadu gdy jest on przestrzennie
nieograniczony:

(cte~%vby + D + Ce*yby)é = 0. (3.33)

Wielkos¢ y(n) jest potozeniem w kierunku y n-tego taricucha pretéw natomiast b,, jest druga
sktadowg wektora sieciowego b ze wzoru (3.2).

64



3.2.2 Macierz dynamiczna

Dla omawianego osrodka macierz dynamiczng mozna przedstawi¢ w postaci sumy
M=Ct'z7'+D +Cz z = etkyby, (3.34)

W jawnej postaci macierzy M wystepujg wyrazenia mw? oraz Tw?. Wzory na elementy
macierzy hermitowskiej M zostaty przedstawione w dodatku A. Jako macierz o wymiarze 3 X 3
M ma trzy wartosci wtasne w? dla dowolnego wektora falowego (k,, ky). Wyznacznik

macierzy M moze by¢ zapisany w postaci:

detM = det(Ctz™1 + D + Cz)
=z 3detCt +2z72A_, +z71A_; +A, (3.35)
+z1A; + z%A, + z3det C

W ogdlnym przypadku otrzymujemy trzy mozliwe fale w osrodku dla kazdej zadanej czestosci
w rozchodzace sie w dodatnim kierunku osi y i odpowiednie trzy fale rozchodzace sie
w ujemnym kierunku tej osi. Jednak w przypadku g5, = 0 okazuje sie ze

detC =detCct =0, (3.36)

co powoduje, ze stopien wielomianu z réwnania (3.35) obniza sie. W wyniku tego dla kazdej
wartosci w istniejg w osrodku tylko dwie fale. Wektory falowe odpowiadajace tym falom k.,
i ky, mogg by¢ tylko rzeczywiste gdy osrodek jest nieskoriczony. Odpowiadajgce tym
wektorom falowym wektory polaryzacji €; and &, spetniajg réwnania

M(ky)é =0, (3.37)

Powyzsze wektory polaryzacji sg liniowo niezalezne i rozpinajg dwuwymiarowg podprzestrzen
w przestrzeni przemieszczen (uy, Uy, Ug).

Jawng posta¢ macierzy C i D mozna znalezé w dodatku A.

3.2.3 Pierwsza strefa Brillouina

Pod nieobecnos¢ naprezen $Scinajacych sie¢ krystaliczna naszego modelu jest prostokatna
centrowana (C2mm). W tej symetrii sie¢ odwrotng mozna otrzymac¢ w postaci catkowitych
kombinacji nastepujacych wektorow:

21 1 2m 1 41 1
(— — ) (0,— ) (3.39)
3d 1+€ll’ 3d 1+ €y, V3d 1+ €

Sie¢ odwrotna jest réwniez siecig centrowang. Odksztatcenie €;1 lub €,, tylko skaluje
wyjsciowg sie¢ centrowang (odpowiadajacy €11 = €35 = 0) z czynnikami 1/(1 + ;1) oraz
1/(1 4+ €5,). W wyjsciowym przypadku €;; = €5, = 0 pierwsza strefa Brillouina jest
szesciokatem, ktory dla €11 lub €,, réznego od zera ulega przeskalowaniu. Na Rys. 3.8 zostata
przedstawiona pierwsza strefa Brillouina odpowiednio dlae;; = 0i€eq = 0.5. W pierwszym
przypadku otrzymujemy szesciokat foremny ze wzgledu na to, ze przyjelismy Iy = lgo = d.
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Rys. 3.8 Pierwsza strefa Brillouina dla rozwazanego modelu krysztatu z Rys. 3.1 dla
odksztatcenia (a) €;; = 0i (b) €44 = 0.5. W obu przypadkach g,, = 0. Kolorem niebieskim
oznaczony zostat nieredukowalny obszar pierwszej strefy Brillouina.

3.2.4 Relacje dyspersji i przerwa wzbroniona

Roéwnanie ruchu naszego osrodka bez ograniczen przestrzennych oraz sit zewnetrznych (oprécz
naprezenia utrzymujgcego zadany kat 8) ma postac jednorodnego uktadu réwnan liniowych

Mé=0, (3.40)
- T ’ . . . . . .
gdziee = (uxo, Uy, ueo) , dla ktérego niezerowe rozwigzanie istnieje tylko gdy

detM = 0. (3.41)

Réwnanie to daje nam relacje dyspersji w(k). W ponizszych obliczeniach przyjeto dla ustalenia
uwagilgg = 1,lgg = loraza = = 1.

Na Rys. 3.9 po lewej stronie przedstawione zostaty relacje dyspersji w zaleznosci od
odksztatcenia €;; dla wektoréw falowych z brzegu nieredukowalnego fragmentu strefy
Brillouina zaznaczonego na Rys. 3.8. Dla€;j; = 0ie;; = 1/3 (Rys. 3.9a i Rys. 3.9¢) widzimy
akustyczng niestabilno$¢ manifestujgcg sie tym ze relacje dyspersji schodzg do w = 0. Dla
posrednich wartosci €;; ukfad jest stabilny, przyktadowe relacje dyspersji dla ;4 =1/6
zostaty zaprezentowane na Rys. 3.9b. Poczynajgc od odksztatcenia €;; = 0.18 (6 = 1.34rad)
dostajemy przerwe wzbroniong w catej obszarze pierwszej strefy Brillouina (stop band). Ulega
ona poszerzeniu wraz ze wzrostem €;4. Od €;; = 1/3 materiat przestaje by¢ auksetyczny.

Po prawe] stronie na Rys. 3.9 przedstawione zostaty powierzchnie powolnosci, ktdre
otrzymujemy dla ustalonego w (tutaj 0.01) zmieniajgc kierunek wektora falowego. Odlegtos¢
od poczatku uktadu wspodtrzednych jest odwrotnie proporcjonalna do predkosci fal (dtugich)
w danym kierunku. Widac¢ tutaj znaczng anizotropie predkosci fali poprzecznej szczegdlnie
duza dla obszaru auksetycznego (€;; < 1/3). Predkosc fali podtuznej nie wykazuje tak znacznej
anizotropii w catym przedziale dopuszczalnego odksztatcenia €;,. Dla€ey;; =0i€e;; =1/3
powierzchnie powolnosci dla wybranych kierunkéw rozbiegajg sie do nieskonczonosci
w zwigzku z niestabilnoscig akustyczng uktadu.
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Na Rys. 3.10 przedstawione zostaly powierzchnie relacji dyspersji dla €;4 = 1/4 dla
nieredukowalnego fragmentu pierwszej strefy Brillouina. Rysunek ten potwierdza mozliwos¢
uzyskania przerwy wzbronionej w catej pierwszej strefie Brillouina dla parametréw
odpowiadajgcych obszarowi auksetycznemu naszego modelu. Wielko$¢ przerwy moze byé
kontrolowana przytozonym naprezeniem.
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Rys. 3.9 Relacje dyspersji dla wektorow falowych z brzegu nieredukowalnego obszaru
pierwszej strefy Brillouina (Rys. 3.8) oraz powierzchnie powolnosci dla gatezi akustycznych
w zaleznosci od odksztatcenia €;4: (a) €41 = 0, (b) €44 = 1/6, (c) €11 = 2/6, (d) €11 = 3/6,
(e) €11 = 4/6, (f) €11 = 5/6.
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Rys. 3.10 Powierzchnie dyspersji dla e;; = 1/4. Widoczna przerwa wzbroniona dla catego
obszaru pierwszej strefy Brillouina.

3.3 Wlasnosci powierzchniowe

3.3.1 Rownania ruchu

Model powierzchni (01) rozpatrywanego osrodka uzyskujemy poprzez usuniecie pretéow
i sprezyn znajdujacych sie w pétptaszczyznie y < 0 jak na Rys. 3.11. Oczywiscie w przypadku
osrodka dwuwymiarowego powierzchnia ptaska jest linig prostg. Dla ogdlnosci modelu
przyjmujemy, ze zaréwno masy mg, momenty bezwladnosci T, jak i stata sitowa S
w powierzchniowej warstwie pretéw mogg sie rézni¢ od swoich odpowiednikéw w gtebi
materiatu. W rzeczywistych materiatach podobne zmiany parametréw powierzchniowych sg
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wynikiem zmiany walencyjnosci atoméw z powodu zmienionej liczby sgsiadéw, a takze sg
skutkiem rekonstrukcji, chemisorpcji i fizysorpcji obcych atoméw.

S
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Rys. 3.11 Model osrodka auksetycznego z powierzchnig. Masy mg, momenty bezwtadnosci 7
i stata sitowa S, w powierzchniowej warstwie pretow mogg sie rézni¢c od swoich
odpowiednikéw w gtebi materiatu.

Réwnania ruchu pretéw powierzchniowych w naszym modelu sg inne od réwnan ruchu pretéw
w osrodku, gdyz te pierwsze uwzgledniajg oddziatywanie tylko z jedng sasiednig warstwg
pretéw. Przyjmujgc rozwigzanie réwnan ruchu w postaci fali ptaskiej, tj. w postaci (3.28)
otrzymujemy uktad réwnan liniowych z macierzg pétnieskoriczong:

u(0)] ro
c]?T g 2 8 EW ol
o ¢t b ¢ .|[E@[=]% (3.42)

gdzie 1u(0) s3 amplitudami przemieszczen (uy, Uy, ug) warstwy powierzchniowej n=20.
Wstawiajgc do powyzszego ukfadu réwnan postaé u(n) dang przez réwnosé (3.31)
otrzymujemy dwa réwnania — jedno dla osrodka i jedno dla powierzchni:

(Cte~tyby + D + Ce™¥Py)é =0 (3.43)
(R+ Cetfyby)e =0 (3.44)
Jawna postac¢ macierzy R zostata zaprezentowana w dodatku A.

Zgodnie z rozdziatem 3.2.2 przy braku naprezenia w kierunku y dla kazdej wartosci w istnieja
dwie wartosci k,, dajace niezerowe é w réwnaniu (3.43). Tym razem ze wzgledu na obecno$é
powierzchni wektory falowe k, i ky, moga by¢ wyrazone liczbami zespolonymi, odpowiednie
amplitudy wychylen musza jednak male¢ z odlegtoscia w gitagb osrodka. Tego rodzaju
rozwigzania noszg nazwe fal powierzchniowych (surface waves, evanescent waves). Wektorom
falowym k,; i ky, odpowiadaja wektory polaryzacji €, i é,, tak aby spetniona byta
rownos¢é (3.43).

W dalszym ciggu przydatne okaze sie rowniez zbadanie reakcji rozpatrywanego uktadu na site
oscylujaca z czestoscig w, modulowang przestrzennie zgodnie z wektorem falowym k,
i przytozong do powierzchniowej warstwy pretéw tj. n = 0. Amplitudy drgan pretéw w takich
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warunkach sg proporcjonalne do lokalnej gestosci stanéw. Odpowiedni uktad réwnain ma

postac:
[0 [f]
& e a T ol ol
o ¢t D C ”(2) = (345)
: u<3)J

gdzie f jest amplituda sity dziatajgcej na powierzchnie. Aby rozwigza¢ powyziszy uktad
potrzebujemy trzeciego wektora polaryzacji €; aby by¢ w stanie skonstruowaé rozwigzanie
pokrywajace cata przestrzen (uy, uy, uy). Odpowiedni wektor (2(0),%(1),1(2),%(3), ...) musi
mieé postaé (53,6, 6, 6, ...), poniewaz musi sie zerowa¢ wewnatrz osrodka. Poza tym musi on
spetnia¢ rownania dla wnetrza osrodka z uktadu rownan (3.45). Warunek na to jest
nastepujacy:

cté; =0 (3.46)

A wiec wektor é; jest wektorem wtasnym macierzy Ct odpowiadajacym zerowej wartosci
wtasnej tej macierzy.

3.3.2 Fale powierzchniowe

W uktadzie bez powierzchni rozwazanym w rozdziale 3.2 wektor falowy k, musiat byc
rzeczywisty ze wzgledu na to, ze w uktadzie nieograniczonym stany wtasne sg falami Blocha.
Fale z zespolonymi wektorami falowymi k, miatyby w takim uktadzie nieskoriczona amplitude
w nieskonczonosci przestrzennej, a wiec sg rozwigzaniami niefizycznymi. Teraz, gdy osrodek
jest ograniczony powierzchnig sytuacja jest inna, rozwigzania z zespolonym ky S
dopuszczalne. Znak czesci urojonej sktadowej wektora falowego prostopadtej do powierzchni
k,, musi by¢ jednak taki, aby fala zanikata w gtab osrodka. Jesli w naszym uktadzie taka fala
istnieje, nazywamy jg falg powierzchniowg, poniewaz faktycznie jest to fala, ktéra rozchodzi sie
wzdtuz powierzchni, a ktérej amplituda zanika wyktadniczo w gtab osrodka tak, ze ruch falowy
ogranicza sie do obszaru przypowierzchniowego. Istnienie i liczba fal powierzchniowych zalezy
od wtasnosci uktadu i nie istniejg proste reguty kiedy takie rozwigzania wystepujg i w jakiej
liczbie. Analiza dynamiki uktadu z powierzchnig polega na znalezieniu rozwigzania uktadu
rownan dla osrodka przy zadanych warunkach brzegowych na powierzchni, ktéra moze
w ogdlnosci mie¢ inne parametry niz osrodek. Dla uzyskanych rozwigzan dla wnetrza osrodka
nalezy tak dobra¢ wspdtczynniki kombinacji liniowej tych rozwigzan aby kombinacja ta
spetniata warunek brzegowy.

Aby rozwigzaé réwnanie (3.30) musieli$my znalez¢ niezerowe wektory € spetniajgce réwnanie
(3.33). Ze wzgledu na to, ze réwnanie (3.30) jest jednorodne, aby to zrobi¢ musieliSmy znalei¢
k,,
rozwigzania tego problemu. Te dwa rozwigzania (dwa k,, i dwa im odpowiadajace wektory é)

dla ktérych wyznacznik macierzy M znika. Dla modelu z 05, = 0 otrzymujemy dwa

spetniajg oczywiscie wszystkie réwnania uktadu (3.42) oprdocz réwnania pierwszego. W celu
znalezienia ogdlnego rozwigzania catego ukfadu (3.42) musimy znalez¢ wszystkie rozwigzania
w postaci fal z k,, rzeczywistym badz zespolonym spetniajace wszystkie réwnania tego ukfadu
bez réwnania pierwszego i utworzy¢ z nich takg kombinacje liniowa, ktéra spetnia to pierwsze
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z réwnan uktadu (3.42) — réwnanie ruchu powierzchni rozwazanego osrodka. Oprdcz
i, = &,(1, etfriby, e2kyiby o3ikyiby -y i 37, = &,(1, e'Fv2by, e2iky2by o3tky2by 1y réwniez
wektor i3 = €5(1,0,0,0,...) spetnia wszystkie réwnania uktadu (3.42) bez rdwnania
pierwszego. Wstawiajgc kombinacje liniowa

l_l,) = 511_1,)1 + Szﬁz + 531_1,)3 (347)

tych rozwigzan do pierwszego z réwnan uktadu (3.42) dostajemy

Ru(0) + Cii(1) = 0 (3.48)
0
R(S18, + S,8, + S5383) + C| S;8,ev1BY + 5,8,V 1 5.8, eFv3Y | =0 (3.49)
3
S;&(R + Ce™ %) = 0. (3.50)

j=1

Powyzsze rownanie moze zostac przepisane w postaci

S$1
P <52> =0, (3.51)
S3

gdzie P jest odpowiednig macierza. Jest to jednorodne réwnanie na wspétczynniki Sy, S5, S3
kombinacji liniowej (3.47). Niezerowe rozwigzania mozemy otrzymac jedynie gdy

detP = 0. (3.52)

Réwnanie to dostarcza czestosci fal powierzchniowych w zaleznosci od sktadowej k, wektora
falowego, tj. relacji dyspersji fal powierzchniowych.

3.3.3 Pasma objetosciowe

Oprécz fal i rezonanséw powierzchniowych (o ile istniejg) do opisu dynamiki uktadu
z powierzchnig nalezy wyznaczy¢ obraz pasm objetosciowych. Przedstawione na Rys. 3.12
pasma objetosciowe dla rozwazanego ukfadu oznaczone zostaty kolorem jasno i ciemno
niebieskim. Pasma objetosciowe sg zbiorem punktéw w przestrzeni czestosci i sktadowej
wektora falowego rownolegtej do powierzchni, dla ktérych mozna znalez¢ skfadowg
prostopadta tego wektora falowego taka, ze fala z zadang czestoscig i tak dobranym wektorem
falowym moze rozchodzi¢c si¢ wewnatrz osrodka, tj. k, jest rzeczywiste. Obszary
jasnoniebieskie odpowiadajg jednemu takiemu rozwigzaniu — jednej fali objetosciowe;j,
natomiast w obszarach ciemnoniebieskich uzyskujemy dwa takie rozwigzania — dwie fale
objetosciowe. Oczywiscie we wszystkich niebieskich obszarach wektor falowy odpowiadajgcy
fali objetosciowej jest rzeczywisty. Fale objetosciowe nie zalezg od wtasnosci powierzchni, ale
jedynie od jej orientacji tzn. od wybranego kierunku sktadowej wektora falowego prostopadtej
do powierzchni.

Fale powierzchniowe i rezonanse powierzchniowe muszg spetnia¢ réwnania ruchu powierzchni
oproécz réwnan ruchu wewnatrz osrodka. Z reguty poza pasmami objetosciowymi otrzymujemy
nieskonczenie dtugo zyjace fale powierzchniowe a wewnatrz pasm objetosciowych rezonanse
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powierzchniowe majgce skonczony czas zycia. Tak wiec gdy relacje dyspersji fal
powierzchniowych oznaczone ciggta czarng linig na Rys. 3.12 wchodzg w obszar pasma
objetosciowego mamy do czynienia juz z rezonansami powierzchniowymi. Nasuwa sie pytanie
czy jest mozliwe otrzymanie wewnatrz pasm objetosciowych rezonansu o nieskoriczenie matej
szerokosci tzn. w istocie fali powierzchniowej w obszarze pasma objetosciowego.

6
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Rys. 3.12 Pasma objetosciowe oraz relacje dyspersji fal i rezonanséw powierzchniowych.

Czesto$¢ na tym i nastepnych rysunkach zostata znormalizowana do /f/m. Parametry
oérodka: lgg = lgo = d, €11 = %, €yp = @ — 1, co odpowiada: 041 /8 = @ oraz gy, = 0.

3.4 Izolowana prawdziwa fala powierzchniowa (ITSW)

Okazuje sie, ze rotacyjne stopnie swobody, niezbedne do uzyskania ujemnego wspdtczynnika
Poissona dla wielu auksetykow, mogg prowadzi¢ do istnienia prawdziwej fali powierzchniowe;j
(TSW) wystepujacej w pojedynczym izolowanym punkcie pasma objetosciowego w przestrzeni
czestosci i wektora falowego dla struktury powracajgcej szesciokatnej z powierzchnig dla
odpowiednio dobranych parametréow tej powierzchni. Zjawisko to rdini sie od znanych
»odosobnionych” naddzwiekowych fal powierzchniowych (secluded supersonic elastic surface
waves) [12, 13], ktére tworzg cafa linie relacji dyspersji fal TSW, podczas gdy w rozwazanym
w tej pracy przypadku szerokos¢ ogdlnie skonczenie zyciowego rezonansu (rowniez
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nazywanego PSW [18, 19]) zmierza do zera a jego wysoko$¢ do nieskonczonosci w doktadnie
jednym izolowanym punkcie — stad proponowana nazwa tego zjawiska: izolowana prawdziwa
fala powierzchniowa (isolated true surface wave, ITSW). Zjawisko takie zostato przez nas
zaobserwowane w tréojwymiarowym osrodku ciggtym pokrytym dwuwymiarowa warstwg
powierzchniowg [17, 38] spetniajgcg zmodyfikowane rdwnania ruchu dla membran [26]. ITSW
moze wtedy wystepowaé zaréwno dla osrodka auksetycznego jak i nieauksetycznego dla
dowolnego wektora falowego, w tym dla matych wektoréw falowych, pod warunkiem, ze
gestos¢ powierzchniowa i sztywnos¢ warstwy powierzchniowej bedg odpowiednio dobrane.
Warunki brzegowe uwzglednione w [17] nie stanowig jednak granicy nieskoriczenie matej
grubosci elastycznego osrodka, a wiec powinny by¢ traktowane jako opisujgce pewien
specyficzny meta materiat. Inne, lecz zblizone do tego zjawisko dla powierzchni rozdzielajacej
osrodki (true interfacial waves) zostato podziniej przedstawione w [14], gdzie szerokosc
rezonansu powierzchniowego maleje do zera w punkcie przeciecia z relacjg dyspersji
odosobnionych naddzwiekowych fal na powierzchni rozdzielajgcej osrodki (secluded supersonic
interfacial waves).

Czgstos$¢ znormalizowana @

0.0 t f + t + t +

Czas zycia

0 n/8a n/4a
Wektor falowy £,

Rys. 3.13 Obszar dtugich fal i niskich czestosci z Rys. 3.12 oraz zaleznos¢ czasu zycia rezonansu
od sktadowej k, wektora falowego dla relacji dyspersji oznaczonej linig przerywang. Widoczne
ostre maksimum czasu zycia.
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3.4.1 IstotaITSW

Rys. 3.13 przedstawia pasma objetosciowe i relacje dyspersji fal powierzchniowych na
powierzchni (01) rozwazanego modelu w obszarze dtugich fal i niskich czestosci. Krzywe relacji
dyspersji fal powierzchniowych widoczne na Rys. 3.12 i Rys. 3.13 zostaty otrzymane dla
parametréw powierzchniowych: 5;/8 = 10img/m = 15/t = 34.61. Przy takim specyficznym
wyborze parametréow okazuje sie, ze réwnania ruchu warstwy powierzchniowej dopuszczaja
rozwigzanie zawierajgce jedynie czgstkowe fale zanikajgce (evanescent partial waves) dla
odpowiednio dobranego wektora falowego k, = k;poy i czestosci w;rsyy W obszarze pasma
objetosciowego. Na Rys. 3.13 widac relacje dyspersji fal powierzchniowych wchodzaca
w obszar pasma objetosSciowego. Przy tym przejsciu deltowaty pik lokalnej gestosci stanéw
(LDOS) przeksztatca sie w szerokie maksimum jak na Rys. 3.14. Dla kazdego wektora falowego
k, do piku zostata dopasowana funkcja Lorentza i odwrotno$¢ jej szerokosci potéwkowej
przyjeto do oszacowania czasu zycia rezonansu. Na Rys. 3.13 wida¢, ze czas zycia rezonansu
ro$nie do nieskoriczonosci dla wektora falowego k, = k;rsy,. Wysokosé piku w LDOS na Rys.
3.14 réwniez zmierza do nieskonczonosci w tym punkcie. ITSW wystepuje wiec jak widac
w jednym punkcie przestrzeni odwrotnej w przeciwienstwie do odosobnionych
naddZwiekowych fal powierzchniowych (secluded supersonic surface waves) [11, 12], ktore
tworzg catg krzywa dyspers;ji.
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Rys. 3.14 Lokalna gestos¢ stanow. Widoczne szeregi maksiméw odpowiadajgce rezonansom
powierzchniowym. W punkcie na ptaszczyznie (w, k,), ktéry odpowiada ITSW otrzymujemy
maksimum o charakterze delty Diraca.

3.4.2 Zalezno$c¢ od parametrow powierzchni

Opisywana ITSW wystepuje dla parametréw powierzchni dobranych odpowiednio do zadanego
naprezenia zewnetrznego. Rys. 3.15 pokazuje stosunki mg/m oraz Bs/f, dopuszczajace
istnienie ITSW dla k;rsy | w;rsy takich jak na Rys. 3.12-3.14, w funkcji wzglednego wydtuzenia
€11 wzgledem geometrii powracajgcej szesciokatnej, przy braku naprezenia zewnetrznego
w kierunku y ,dla a/f = 1. Dla 5;/8 = 10.0 przedziat wystepowania ITSW jest najwiekszy
z mozliwych dla przyjetych pozostatych parametréw i rozcigga sie od €;; = 0.00075
CES §+ 0.0013 rad) do €;; ~ 0.33245 (0 =~ —0.0013rad). Wszystkie przedziaty leza
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catkowicie w obszarze, gdzie model jest auksetykiem tzn. 8 < /2. Interesujgcym jest, iz dla
mniejszych wartosci statej sitowej B masa preta powierzchniowego mg moze by¢ jedynie
okoto dwa razy wieksza niz masa m preta wewnatrz osrodka, jednak wtedy obszar istnienia
ITSW staje sie wezszy. Fale ITSW nie sg oczywiscie wykluczone dla nieauksetycznego obszaru
modelu przy innym wyborze Ly, lgo lub a/B.

) /
///:]10.0
£ 8.0
g =70
w20 //,/
< 5.0
g 10+ //”3_0’
: /
7

[ 2.0

P
0.0 0.1 0.2 03 04

Wydluzenie wzgledne ¢,

Rys. 3.15 Wartos¢ stosunku mg/m(= 74/7) dla réznych wartosci Bs/B (oznaczonych z prawej
strony krzywych) w zaleznosci od wydtuzenia wzglednego osrodka €44.

3.4.3 Odbicie fal

Fala objetosciowa rozchodzaca sie w kierunku powierzchni odbija sie od powierzchni tak, ze
otrzymujemy fale odbite, ktdre spetniajg réwnanie (3.43). Fala padajgca rowniez musi spetniaé
to réwnanie. Niech fala padajgca bedzie miata postac

ﬁinc (n) = Sincéinceikyimnby (3.53)

Wybieramy wolniejszg akustyczng fale objetosciowa jako fale padajgca. Skoro fala ta rozchodzi
sie w kierunku powierzchni musimy wybrac rozwigzanie z ujemng predkoscig grupows.

Suma
‘l_i = Sincﬁinc + Sll_'il + Szﬁz + 53173 (354)

musi spetnia¢ pierwsze réwnanie uktadu réwnan (3.42). Rozwigzujac to jednorodne réwnanie
wektorowe otrzymujemy wspoétczynniki odbicia S;/Sinc, S2/Sinc 1 S3/Sine-

Na Rys. 3.16a widzimy jedng fale padajgcg i trzy fale czgstkowe odbite od powierzchni. Ze
wzgledu na zasade zachowania energii fala padajaca i fale odbite maja te samg czestos¢, a wiec
ich wektory falowe nalezg do jednej powierzchni powolnosci. Sktadowa wektora falowego
rownolegta do powierzchni jest réwniez zachowana przy odbiciu. Skoro fala padajgca jest
wolniejszg falg akustyczng, jej wektor falowy nalezy do zewnetrznej powierzchni powolnosci.
Dla wystarczajgco matego kata padania dostajemy dwie fale odbite jak na Rys. 3.16a. Trzecia
sktadowa zanika w gtgb osrodka w taki sposdb, ze drgania z nig zwigzane ograniczajg sie
jedynie do powierzchniowej warstwy pretéw. W przypadku gdy 0,5, # 0 skladowa ta jest
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polem bliskim i nie zanika réwnie szybko. Fala odbita nr 1 spetnia réwnanie Snelliusa — kat
padania jest réwny katowi odbicia.

Poczgwszy od pewnej wartosci kata padania jedna z fal odbitych staje sie polem bliskim (patrz
Rys. 3.16b, fala nr 2), ktdre jest czastkowg falg powierzchniowg rozchodzaca sie wzdtuz
powierzchni i malejgcg wyktadniczo w gitgb osrodka. Jej sktadowa wektora falowego
prostopadta do powierzchni jest zespolona a nie rzeczywista tak jak wczesnie;j.

20/ S . . S 20

ky1.0 ky1.0
0.5/ 0.5
0.0 K1 : 400~ ,
010  -0.05 000 005 0.10 010 ~005 000 005 52 0.10
ky ky

Rys. 3.16 Fale czgstkowe odbite dla dwéch réznych katéw padania.

Fala ITSW moze by¢ oczywiscie w prosty sposdb wzbudzona przez zewnetrzne zaburzenie o tej
samej czestosci i wektorze falowym poniewaz jest mato prawdopodobne, Zzeby takie
zaburzenie byto ortogonalne do przemieszczen zwigzanych z tg falg. Stany na Rys. 3.14 s3
spolaryzowane w kierunku (10) tak, ze prezentowana lokalna gesto$¢ stanow
powierzchniowych LDOS jest proporcjonalna do transferu mocy do sieci przy jednostkowe;j
zewnetrznej sile oscylujgcej przytozonej rownolegle do pretéw powierzchniowych. Poniewaz
ITSW jest z definicji nie sprzezona z zadng falg objetosciowg, jej wptywu na odbicie fal od
powierzchni przy padaniu od strony osrodka mozna sie spodziewac¢ dla czestosci réznigcych sie
troche od czestosci w;rsy - Jest to zilustrowane na Rys. 3.17. Wolniejsza fala akustyczna
0 czestosci wyrsy i jednostkowej amplitudzie pada na powierzchnie pod pewnym katem
i w wyniku odbicia powstajg trzy odbite fale czastkowe o amplitudach R;, R, oraz R3. Fala R,
jest réwniez wolniejszg falg akustyczng spetniajgcg prawo odbicia Snelliusa i rozchodzi sie
w gtab odrodka dla dowolnego kata padania. Szybsza fala odbita R, staje sie eksponencjalnie
zanikajgcym (evanescent) polem bliskim za punktem A na Rys. 3.17 oraz ttumionym
sinusoidalnym polem bliskim z podwajaniem okresu w kierunku (01) za punktem C. Dla
0,5 = 0 fala czesciowa R; zachowuje sie w szczegdlny sposdb, mianowicie ogranicza sie
wytacznie do powierzchniowego taricucha pretéw. Anomalie wynikajgce z ITSW wystepujgce
dla czestosci nieco odbiegajacej od w;rsy, sa przedstawione na wstawce na Rys. 3.17 dla
w = wsw (1 + 0.001). Wspdtczynniki odbicia dla obu zanikajgcych fal czeSciowych R, i Ry
(evanescent partial waves) majg wyrazny ostry pik. Oba pola bliskie sg wiec szczegdlnie
wzmocnione dla odpowiadajgcego kata padania. Ponadto, zanikajgca sktadowa R, jest
praktycznie catkowicie wyeliminowana przy nieco mniejszym, a sktadowa R3 nieco wiekszym,
kacie padania. Analogiczny wynik, ale z odwrotnym porzadkiem eliminowanych pdl bliskich
dostajemy dla czestosci nizszych niz w;rsy -
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Rys. 3.17 Wspodtczynnik odbicia dla trzech odbitych fal czastkowych w zaleznosci od kata
padania wolniejszej fali akustyczne;j.

Opisane zjawisko moze by¢ uzyteczne przy selektywnym wzbudzaniu fal powierzchniowych
(fale prowadzone). Kat padania, dla ktorego otrzymujemy wysokg amplitude wzbudzonej fali
powierzchniowej musi by¢ bardzo bliski katowi, dla ktérego otrzymujemy maksimum
wspotczynnika odbicia.
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Rozdzial 4

Rola wlasnosci sprezystych scian naczyn
i otoczenia tkankowego w propagacji fal tetna

Propagacja fal w osrodkach sprezystych i lepkosprezystych znajduje liczne zastosowania
techniczne, ale ma takze duze znaczenie w fizjologii organizméw zywych. W tej dziedzinie
wyrdznia sie tu zjawisko fal tetna, ktére sg wynikiem cyklicznej, pulsacyjnej pracy serca [39,
40]. Wttoczenie w swiatto aorty objetosci wyrzutowej (stroke volume) krwi powoduje lokalny
wzrost cisnienia i odpowiednie odksztatcenie naczynia. Odksztatcenie to nastepnie propaguje
sie do dalszych czesci drzewa tetniczego. Najbardziej znang postacig fal tetna jest tzw. mod
Younga, wyczuwalny np. na nadgarstku lub na tetnicy szyjnej. Ztozonos$¢ budowy naczynia
i wypetniajacej jg cieczy dopuszcza jednak istnienie innych moddéw propagacji. Wiekszosé
z nich ma zapewne mate znaczenie praktyczne, poniewaz s3 silnie ttumione. W pracy [41]
wykazano jednak, ze tzw. mod Lamba, petnosymetryczny zn = 0 i obejmujacy ruchy osiowe
i promieniowe naczynia moze, w niektérych warunkach zgodnych 1z fizjologicznymi
wartosciami parametrow, rozprzestrzenia¢ sie na odlegtosci pordwnywalne z rozmiarami
narzgdéw wewnetrznych. Zatem mod ten moze miec jakie$ znaczenie fizjologiczne, ktore
dotychczas nie zostato zbadane. W pracy [41] przyjeto dos$é uproszczony, lecz realistyczny
model, w ktdrym $ciana tetnicy jest cienkoscienng sprezysty rurg, jej otoczenie osrodkiem
lepkosprezystym a krew jest niescisliwg cieczg newtonowsky. Wyniki przedstawione
w poprzednich rozdziatach niniejszej pracy sg wstepnym krokiem do rozszerzenia tego modelu
poprzez uwzglednienie warstwowej budowy $ciany naczynia i jej skoficzonej grubosci. W takich
warunkach mozna sie spodziewaé¢ powstawania w niej zarowno fal objetosciowych jak
i powierzchniowych w analogii do opisanych w rozdziale 2. Uzytecznos¢ wynikéw rozdziatu 2
jest tym wieksza, ze materiatdw auksetycznych, tj. wykazujgcych ujemny wspdtczynnik
Poissona, uzywa sie do wykonywania protez tetniczych [3]. W obecnym rozdziale
przedstawione zostaty podstawowe wyniki dotyczgce naczyn o matej grubosci sciany.

4.1 Najprostsze wzory na predkosc¢ fazowa modu Younga

Predkos¢ rozchodzenia sie podstawowego modu, tj. modu Younga, fal tetna ma zasadnicze
znaczenie w odzywianiu miesnia sercowego [40]. Predkos¢ ta zalezy od parametrow
reologicznych krwi oraz od sztywnosci i tarcia wewnetrznego $ciany naczynia. W najprostszym
modelu, w ktérym grubos¢ $ciany przyjmuje sie za matg i niezalezng od aktualnej wartosci

79



promienia naczynia, a krew traktuje sie jako niescisliwg i nielepka ciecz wyrazenie na predkos¢
fali tetna ma postac:

Eh
= [— 4.1
Co 2Rp’ (4.1)

gdzie E jest modutem sprezystosci Younga S$ciany naczynia, R i h odpowiadajg jego
wewnetrznemu promieniowi i grubosci, natomiast p jest gestoscig krwi. Jest to tzw. wzér
Moensa-Kortewega [39, 42].

Uwzglednienie zmian grubosci sciany towarzyszgce zmianom obwodu naczynia w wyniku ruchu
pulsacyjnego, tj. w istocie uwzglednienie wspdtczynnika Poissona v sciany naczynia prowadzi
do nastepujgcej modyfikacji wyznaczonej po raz pierwszy przez Bergela [39]:

2 _ (2 27y _h (4.2)
0702 _y2-y)A-v—2v2)—2v2"’ 4 ' '

()

R

Zastosowanie protez tetniczych wykonanych z materiatu o v < 0 prowadzi zatem, oprdcz
efektow zwiekszenia wytrzymatosci naczyn, do istotnych zmian predkosci fal tetna.

Analiza wptywu wspodtczynnika Poissona na dynamike naczyn staje sie bardziej ztozona, gdy
chcemy zbadaé wszystkie istotne postacie drgan (mody) oraz uwzglednic¢ otoczenie tkankowe.
Predkosci poszczegdlnych modéw stajg sie w takim modelu zalezne od czestosci.

4.2 Model cienkosciennego naczynia tetniczego w otoczeniu
lepkosprezystym

Na rozwazany model tetnicy sktada sie sprezysta, cienkoscienna rura wypetniona cieczg

newtonowska (z liniowg zaleznoscig naprezenia scinajgcego od predkosci Scinania) o zadanej

lepkosci oraz umieszczona w lepkosprezystej tkance zewnetrznej otoczonej sztywna

cylindryczna ostona.

4.2.1 Rdéwnania ruchu cieczy

Niescisliwa ciecz newtonowska spetnia réwnanie ciggtosci:
divv = 0, (4.3)

oraz rownania Naviera — Stokesa bedgce w istocie réwnaniami Newtona dla elementu ptynu
pod wptywem dziatajgcych na ten element sit:

ov

1
PR + vgradv = — ;gradp + %divgradv, (4.4)

gdzie v jest wektorem pola predkosci, p jest cisnieniem, p gestoscig a 1 lepkoscig dynamiczna
cieczy. W teorii zlinearyzowanej drugi wyraz po lewej stronie réwnania (4.4) zaniedbuje sie, co
jest poprawne dla matych predkosci i w granicy fal ditugich, gdy gradwv jest maty. Réwnanie
(4.3) i zlinearyzowane rownanie (4.4) we wspotrzednych cylindrycznych przyjmujg postaé:
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ovr _ _19p (0% 10v. 10% 0% 209vy v (@)
ot  por p\or? ror r20602 0z2 1206 r2) '
v __10p n (v 10v 107 vy 20v v (@)
ot prdd p\or2 r or r2002 0z2 r290 r2) '
v, 16p+77 62v2+16vz 10%v, 0%v, 4.7)
at  pdz p\or: ror r290%  9z2) '
v, Vr 16& dv, _o. (4.8)

or T 78 T oz

Aby znalez¢ wyrazenie na p mozna wzig¢ dywergencje ze zlinearyzowanego réwnania (4.4)
i stosujac relacje divgradF = graddivF — rotrotF oraz réwnanie (4.3) otrzymujemy réwnanie
Laplace’a:

divgradp = 0, (4.9)
ktdre we wspodtrzednych cylindrycznych przyjmuje postac

’p 10p 10%p 0d%p

2 e T e = O (4.10)

Stosujac zatozenie p = P(r)exp(—iwt + ikz + in@) i zmiane zmiennych & = ikr otrzymujemy
z (4.9) rownanie Bessela:

2
J P+€a—P+(52—n2)P=0. (4.11)

SRR

Ogodlne rozwigzanie rownania (4.11) ma postac

P(f) = Bl]n(f) + BZYn(f): (4.12)

ale ze wzgledu na rozbieznos¢ funkcji Bessela drugiego rodzaju przy & = 0 ograniczamy sie do
rozwigzania postaci

P(r) = BJ,(ikr), (4.13)
ktére daje skoiczone wartosci cisnienia dla r = 0. Przyjeto oznaczenie: B = B;.

Wstawiajac do réwnan (4.5)-(4.8) postac fali ptaskiej dla pola predkosci v = V(r)exp(—iwt +
ikz + inf) otrzymujemy

0%V, 10V, pw 1 Vg 10P
AL P S S _)_2- o _Z 4.14
oz Trar t T(l n (n® + )rz M2 n or (4-14)
0%Vy 10V pw 5 1 V. in
— 0420 a1z =)+ 2in—L=—p 4.15
or? r or Ve (l n ko= )r2> e r2 nr’ (4.15)
0%V, 10V, po 1 ik
Z 4" Z — — —nt—)=— 4.16
or? r or Ve (l ke —n rz) n (4.16)
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v, 1 V,
L+ IV +in—2+ikV, = 0. (4.17)
or r r
WprowadZmy
W
a? = ipT — k2. (4.18)

Stosujgc zamiane zmiennych & = ar i uwzgledniajgc (4.13) otrzymujemy z (4.16) réwnanie
Bessela na V,, ktérego rozwigzanie ma postaé

V,(r) = CiJy(ar) + GV, (ar) + C3), (ikr), (4.19)

gdzie pierwsze dwa wyrazy sg rozwigzaniem ogdlnym rownania jednorodnego a ostatni wyraz
jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania (4.16). Ze wzgledu na rozbieznosé funkcji Bessela
drugiego rodzaju przy & = 0 wspétczynnik C, musi by¢ réwny zero. Aby wyznaczyé
wspotczynnik €3 wstawiamy rozwigzanie szczegélne do (4.16) i otrzymujemy C3 = kB /(wp).

Teraz rozwigzanie (4.16) mozna przedstawic nastepujgco:

V() = Cnlar) + 21, (ikr). (4.20)
wp

Przyjeto oznaczenie: C = (j.
Dla n # 0 wstawiajac Vy obliczone z (4.17) do (4.14) otrzymujemy

0%V, 30V, 1
e
or2 ror GG )rz (4.21)
kB 2ik kB )
= T] o Cikr) — T(C]n(ar) + w—p]n(Lkr)>.
Stosujac zamiane zmiennych & = ar i podstawienie V,.(§) = q(&)/€ otrzymujemy réwnanie
Bessela na q(§), ktére daje nam ogdlne rozwigzanie czesci jednorodnej réwnania (4.21)
w postaci
Jn(ar) Yo (ar)

+D, : (4.22)
ar

V.(r) = Dy

Ze wzgledu na osobliwos¢ w r = 0 drugiego wyrazu po prawej stronie rownosci (4.22)
wspotczynnik D, musi by¢ réwny zero. W przypadku n # 0 nie mamy rozbieznosci dlar — 0,
gdyz wtedy

- Jn($) 1

Szukamy wiec rozwigzania réwnania (4.21) bedgacego postaci

n n k
! ff) 4 DyJs(ar) + Dy’ f,i:)

V.(r) = D, + Ds/p—1 (ikr). (4.24)

Wstawiajgc (4.24) do (4.21) otrzymujemy D; = ikC/a, D, = inB/(wp), Ds = kB/(wp), co
daje
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(4.25)

NG = kB <]n ik )_n]n(lkr)> ikC ]ngir).

el s TJn—l(a'r) + D,

Korzystajac z podstawienia D; = D — nikC /a powyisze réwnanie mozna przepisa¢ w postaci
uproszczonej (4.28). Wstawiajac natomiast tak uzyskane V,.(r) oraz wczesniej wyznaczone
V,(r) do (4.17) otrzymujemy wyrazenie (4.29) na Vg (r) spetniajace réwniez réwnanie (4.15).
Tak wiec podsumowujac otrzymujemy dlan # 0:

P(r) = BJ,(ikr), (4.26)
V,(r) = CJp(ar) + k—B]n(ikr), (4.27)
wp
V.(r) = Z—i J' (ikr) + ”‘76 J' (ar) + D] "((;r), (4.28)
Vo(r) = ﬁ Jn (lrkr) I (ar) - nkC]niar). (4.29)

W przypadku n = 0 réwnania (4.14) i (4.15) s3 niezalezne i rozwigzania (4.32) i (4.33)
otrzymujemy bezposrednio z tych réwnan, mamy wiec wtedy:

P(r) = BJ,(ikr), (4.30)
V,(r) = CJo(ar) + k_Bfo(ikT), (4.31)
wp
B = k—] (ikr) + 2 (ar) = ——Jlakr) 2y, (4.32)
Vo(r) = DJ;(ar). (4.33)

4.2.2 Roéwnania $ciany naczynia

Sita dziatajagca na jednostkowy element objetosci jest dana przez dywergencje tensora
naprezen:

do;
Fi - ik

dav. 4.34
o (4.34)

We wspétrzednych cylindrycznych powyzszy wzér mozna zapisa¢ w postaci

1 6 160—91‘ 60'21- 0'99
_(19o 1 _ Y60 4.35
f (r or (rarr)+r a0 + 0z r )dV' (4.35)
10 160’99 6029 Ogy
_(1o 1 026 | Oor 4.36
6 (rar(rare)—i_r 06 0z + r )dV' (4.36)
10 100y, 0do,,
_(19 1 )02z 4.37
z (r or o)t 150t 5, )dV' (4.37)
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Sciany naczyn tetniczych sg cienkie w poréwnaniu z promieniem naczynia a, co daje nam
mozliwo$¢é zatozenia, ze pochodne sktadowych tensora naprezen ze wzgledu na zmienngr
znikajg oraz ze

O, = Ogyr = 0p = 0. (4.38)

Biorgc pod uwage fakt, ze tensor naprezen jest symetryczny i uwzgledniajac to, ze ciecz
wypetniajgca naczynie oraz tkanka je otaczajgca oddziatujg z pewnga sitg na sSciane naczynia

otrzymujemy
F=— U%"dv + %dv, (4.39)
F, = aggz av + 2% av + %"dv, (4.40)
F, = a{;‘j v + 26529 v + %dv, (4.41)

gdzie h jest gruboscig naczynia a tdV /h jest zewnetrzng sitg dziatajgcg na element objetosci
dv.

Przyjmujemy, ze zaleznos¢ miedzy naprezeniem i odksztatceniem dla Sciany naczynia mozna
wyrazi¢ wzorami [27, 30]:

1
Err = E (O-T'T - U(Uzz + 066)): (4.42)
1
oo = E(O-GG - J(Jrr + Gzz)): (4.43)
1
€2z = E (Uzz — o (ogp + Urr)): (4.44)
1+0 1+0 1+0
€20 = E 026, Er = Tazr: Egr = E Ogr - (4.45)
Biorac pod uwage (4.38) otrzymujemy
1
€go = E(Uee — 00,,), (4.46)
1
€2 = f (04, — 00gp), (4.47)
& = Egr = 0. (4.48)
Korzystajgc z (4.45) i wyznaczajgc naprezenia z (4.46) i (4.47) otrzymujemy
E
02z = T o2 (8zz + 0€00), (4.49)
E
To9 = T o2 (f00 + 022), (4.50)
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E

0z =

Wstawiajgc powyzsze zaleznosci do (4.39)-(4.41) otrzymujemy

1 E T,

Fo= T al-— o2 (g0 + 0€2,)dV + Edvr (4.52)

E 6829 1 E 6833 6822 Tg
= - ‘o 4.53
= 1+0 oz +a1—02<69 +“ae>dv+hdv' (4.53)

E de 8899 1 6829 T,
F, = ( o ) - —Z2 v +-24v, 4.54
Z 1-02\0z to 0z al+o 96 +h (4.54)

a nastepnie stosujac definicje tensora odksztatcerh we wspétrzednych cylindrycznych:

_ Ou, 10ug u, _ Ou,

= =——- = 4.55
frr = gp F00 T 159 T f2 T (4.35)
Jdug ug 10u, 10u, Oduy Ju, Jdu,
d0= T traer =gt Tt 49O
otrzymujemy
0%u, E dug oE 0u, 1,
_ 9k G 4.57
Pw 52 a2(1—02)(ae +”r) al—05 oz T H (4.57)
0%u E 0%ug Ou E 0%u E 0’u, 1
P = e o+ L2 (458)
ot?  a*(1—o0?%)\ 06% 06 2(14+0) 0z>  2a(1—0)0z00 h
02 E 92 d E 0? E 02
po iz Uz | 00U Yz | 2042 (459)
ot? (1—0?)\0z%> a 0z 2a?(1+0) 00?2  2a(1—0)0600z h

gdzie p,, jest gestoscia $ciany naczynia a u = (u,, ug, U,) przemieszczeniem $ciany dla danych
wspotrzednych.

Sktadowe tensora naprezen panujgcych w niescisliwej cieczy we wspétrzednych cylindrycznych
wyrazajg sie wzorami [43]:

ov,
Opr = =P + 21’ a—‘:, (460)
10v, Jdvg vy
_ (2%, %Y Ve 4.61
or6 n(r 0 " or r)' (4.61)
10dv v
Ogo = —p + 2 (;a—; + f) (4.62)
dvg 10v,
_ (%% 19V 4.63
z ”(az T 90 ) (4.63)
ov.
0,, = —p + 27 a—ZZ, (4.64)

v, a"r) (4.65)

o =1(5+ 5
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Naprezenie wywierane przez ciecz na $ciane naczynia jest dane przez (4.60), (4.61) i (4.65) ale
z przeciwnym znakiem. Przyjmujemy réwniez, ze tkanka otaczajgca naczynie wywiera na
$ciane naczynia naprezenie rowne

K,i K"iaui

=t 4.66
d T d o (4.66)
gdzie i jest kierunkiem dziatania naprezenia: r, 6 lub z.
Réwnania ruchu Sciany naczynia ostatecznie przyjmujg wiec postac
0*u, E (aug N ) oE  Ou,
Pwarr = T2 -0\ a8 ' ") a(l-o?) oz
(4.67)
+1( 5 6vr> 1 (K’ LK 6ur>
n\P T o) T ha\" Tt TR e )
ug E 0%uy N ou, N E  0%uy N E 0%u,
Pw otz = az(1—o2)\ 062 ' 86 ) T 2(1 + 0) 822 ' 2a(1— o) 3200 2.68)
n/10v, dvy ve) 1 ( 6u9> .
L R = - KI KII 7
h(a69+6r @) ra\" oMo TR o5 )
*u,  E 0*u, oou, E 0%u, N E 0%uy
Pw o T A —02)\ 022 " a0z )" 2a2(1 +0) 362 ' 2a(1— o) 360z (2.69)
n [0V, avr> 1 ( , ” au2> .
——|=—=+—=—)——IK K", —).
h(ar+az na\ 2tz T2y
4.2.3 Granica ciecz-naczynie
Wyrazenia na ci$nienie i predko$¢ cieczy w naczyniu
p(r,0,z,t) = P(r)exp(—iwt + ikz + inf), (4.70)
v(r,0,z,t) = V(r)exp(—iwt + ikz + inf), (4.71)

gdzie P(r) i V(r) sa wyrazone odpowiednio wzorami (4.30)-(4.33) lub (4.26)-(4.29)
w zaleznosci od tego czy n = 0 czy n # 0. Ruch sciany naczynia wypetnionego cieczg wyraza
sie rownaniami (4.67)-(4.69).

Predkosci punktéw sSciany naczynia nalezy uzgodnic z predkos$ciami cieczy przy Scianie naczynia
(warunek zszycia bez poslizgu, non-slip). W przyblizeniu liniowym warunek ten ma postac:

ou
a_tr |r=a = vr(a) (4.72)
aUQ
S¢ Ir=a =76 (@) (4.73)
ou
a_tz lr=a = vz(a) (4.74)

Zaktadajac postac¢ fali ptaskiej u = Uexp(—iwt + ikz +inf), U = (R,T,Z) i wykorzystujac
wczesniej wyprowadzone wyrazenia na predkosc cieczy v dostajemy z (4.67)-(4.69) i (4.72)-
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(4.74) jednorodny uktad szesciu rownan na sze$¢ niewiadomych B,C,D,R, T, Z, ktéry mozna
przedstawi¢ nastepujaco:

[ 1B
| M, M, | |C
D
| |'|R|=0- (4.75)
M3 M4_ T
7]
Dlan = 0 mamy
alpw+2ik?n) Jo(iak)—2knJ (iak)  2ikn(aaj,(aa)—J;i(aa)) 0
[ hapw haa
Ml = | 0 0 n(2J;(aa)-aaj,(aa)) (476)
ha
| e ey .
hpw ha
-5 2 _ K'yoik"y __ikoE
[ a?(1-0?) thwe hd 0 a(1-07) ]
k2E K'o—iK"
M, = | 0 T T Pue? = eh; ’ 0 (4.77)
ikoE K2E 2 K',—iK",
|~ a(1-02) 0 T 1 o2 + p,w° — TJ
_kjiliak) k] (aa) 0
[ Pw a
Ms 1 0 0 Jl(aa)j (4.78)
kjo(iak)
ow Jo(aa) 0
iw 0 0
My=[{0 iw 0 (4.79)
0 0 iw

Dlan > 0 postac powyzszych macierzy zostata przedstawiona w dodatku A.

Gdy |x| < 1 mozemy przyblizy¢ funkcje Bessela pierwszym wyrazem jej rozwiniecia w szereg
Taylora:

x" nx"1

S = (4.80)

Jn(x) =

T 2nn!’
Przyblizenie to mozemy zastosowaé tam, gdzie argumentem funkcji Bessela jest iak, gdyz
zgodnie z przyjetymi zatozeniami 1/k jest duzo wieksze niz promief naczynia a, mamy wiec
liak| < 1. Mozna réwniez zastosowac przyblizenie [44]:

1) w
a= [iZL_pe= (22

) (4.81)
n n

Po zastosowaniu powyzszych przyblizen macierz M, na ktérg w réwnaniu (4.75) skfadajg sie
podmacierze M; — M, upraszcza sie, tak ze det M staje sie wielomianem ze wzgledu na k.

4.3 Wyznaczanie relacji dyspersji

Jednorodny ukfad réwnan liniowych (4.75) moze miec niezerowe rozwigzanie jedynie gdy
wyznacznik macierzy M jest réowny zero
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detM = 0 (4.82)

Warunek (4.82) moze by¢ rozwigzany numerycznie lub w pewnych przypadkach analitycznie po
zastosowaniu wspomnianych wczesniej przyblizen tak, ze dostaniemy relacje dyspersji w (k).
Dla danej wartosci w mozna znalez¢ wiele modéw z wartosciami k spetniajgcymi ten warunek.
Dla réinych n s3 to mody o réznej symetrii. W obliczeniach zastosowano macierz bez
wspomnianych przyblizen i wykorzystano metode analogiczng do opisanej w rozdziale 2.2.

Kiedy warunek (4.82) jest spetniony, wspétczynniki B, C, D, R, T, Z nie sg wszystkie niezalezne.
Dlan = 0 macierz M jest macierzg blokowa diagonalng i wowczas ruchy skrecajgce Sciany
i cieczy sg niezalezne od ruchdéw osiowo-radialnych, podczas gdy dla n > 0 takie rozprzezenie
ruchdéw juz nie zachodzi. Mamy

C=vyc:B, R=yRrB, Z=vyy4B, (4.83)
a takze dlan = 0 mamy
T =yrD, (4.84)
adlan>0
D=ypB, T=yrB. (4.85)

Wspétczynniki y mozna wyznaczy¢ z uktadu réwnan odpowiadajagcych macierzy M po
odrzuceniu np. pierwszego réwnania i rozwigzaniu niejednorodnego ukfadu réwnan na
C,D,R,T,Z.

4.4 Mody osiowosymetryczne

Dlan = 0 otrzymujemy trzy mody osiowosymetryczne: mod Younga, mod Lamba oraz mod
skrecajacy. Pierwsze dwa obejmujg ruchy osiowo-radialne, natomiast ostatni, jak wskazuje
nazwa, ruchy skrecajgce. W obliczeniach przyjeto wartosci parametréw odpowiadajgce aorcie
wstepujacej, tj. promien naczynia a = 0.0147m, grubos¢ jego Sciany h = 0.00163m, modut
Younga E = 0.4 - 10°Pa, wspdtczynnik Poissona $ciany o = 0.5 oraz gestoéé p = 1055kg/m3
i lepko$¢ krwin = 0.0032Pa-s. Grubo$¢ otoczenia tkankowego przyjmujemy za réwna
promieniowi naczynia.

4.4.1 Profile predkosci

Uzyskane z rozwigzania réwnania (4.75) wspotczynniki determinujg posta¢ profili predkosci
cieczy odpowiadajgcych kazdemu z moddéw jak rowniez dajg amplitudy ruchdéw sciany
naczynia. Na Rys. 4.1 przedstawione zostaty profile predkosci osiowej i radialnej dla modéw
Younga i Lamba dla réznych wartosci parametru K’ odpowiadajgcego modutowi Younga tkanki
otaczajacej naczynie. Na wykresach predkosci osiowej dobrze uwidacznia sie charakter obu
wspomnianych moddw. Profil predkosci osiowej dla modu Younga ma szerokie maksimum w
czesci centralnej i opada niemal do zera w okolicach $ciany naczynia. W przeciwieristwie do
modu Younga predkosci osiowe dla modu Lamba osiggajg maksymalne wartosci wtasnie przy
$cianie, a w centralnej czesci naczynia sg zdecydowanie mniejsze. Odmienne jest réwniez
zachowanie obu modéw przy zmianie parametrow tkankowego otoczenia naczynia. Amplituda
predkosci osiowej dla zadanej amplitudy cisnienia (przyjmujemy w obliczeniach B = 1Pa)
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maleje dla modu Younga ze wzrostem wspdtczynnika sprezystosci otoczenia naczynia, podczas
gdy dla modu Lamba jest odwrotnie — amplituda predkosci osiowej rosnie ze zwiekszajgcym sie
wspotczynnikiem sprezystosci otoczenia. Amplitudy predkosci radialnych dla modu Younga sa
znacznie wieksze niz dla modu Lamba, malejg one jednak ze zwiekszajgcym sie modutem
sprezystoéci K’, natomiast dla modu Lamba obserwujemy zachowanie przeciwne — wzrost
amplitud predkosci radialnych ze wzrostem wartosci parametru K’. Mod Lamba nabywa wiec
coraz bardziej radialnego charakteru wraz ze wzrostem K'.
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Rys. 4.1 Profile predkosci osiowe;j i radialnej dla modéw Younga (a) i (c) oraz Lamba (b) i (d) dla
réznych wartosci sprezystosci tkanki otaczajgcej naczynie.

4.4.2 Relacje dyspersji

Na Rys. 4.2 przedstawione zostaty relacje dyspersji moddéw Younga, Lamba i modu
skrecajgcego dla réinych wartosci parametréw charakteryzujacych sprezystos¢ tkanki
zewnetrznej przy znikajgcym tarciu wewnetrznym. Relacje dyspersji zostaty przedstawione na
tych rysunkach jako zalezno$é rzeczywistej czestosci od zespolonego wektora falowego, przy
czym rzeczywista czes¢ wektora falowego zostata odtozona po dodatniej stronie osi natomiast
urojona czes¢ wektora falowego, ktéra odpowiada przestrzennemu ttumieniu, po ujemne;j
stronie osi. Dla modu Younga ttumienie przestrzenne jest mate. Predkos¢ fali odpowiadajace;j
temu modowi dla naczynia bez tkanki je otaczajgcej wynosi ok. 4.6 m/s i ro$nie ona zgodnie z
oczekiwaniem dla zwiekszajgcego sie wspotczynnika sprezystosci tkanki otaczajgcej naczynie.
Jesli jej sprezysto$¢ odpowiada rozluznionej tkance miesniowej gtadkiej (K, = K, /3 = 6 X
103Pa) to otrzymujemy predko$¢ modu ok. 6 m/s natomiast dla tkanki miesniowe] gtadkiej
naprezonej (K, = K; /3 = (10 — 250) x 103Pa) predkosci z przedziatu 6.4-10 m/s. Ttumienie
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przestrzenne modu Younga stabo zalezy od tkanki zewnetrznej i pozostaje mate dla szerokiego
przedziatu sprezystosci tej tkanki. Dla modu Lamba natomiast ttumienie przestrzenne dla
czestosci niskich pozostaje mate jedynie dla modelu bez tkanki zewnetrznej. Po wprowadzeniu
otoczenia tkankowego dostajemy jakosciowg zmiane w charakterze krzywych dyspersji, mod
Lamba teraz od najnizszych czestosci wykazuje silne tlumienie. Tlumienie to maleje ze
wzrostem czestosci tak, ze od wartosci ok. 400 rad/s dla tkanki ttuszczowej i ok. 600 rad/s dla
tkanki miesniowej gtadkiej naprezonej staje sie na tyle mate, ze fale odpowiadajgce temu
modowi mogg rozchodzi¢ sie na wieksze odlegtosci. Powyzszy fakt jest zwigzany z tym, ze mod
Lamba ma raczej optyczny niz akustycznych charakter i cze$¢ rzeczywista czestosci jako funkcja
rzeczywistego wektora falowego dazy do niezerowej wartosci dla k — 0 (dostajemy przerwe
na osi czestosci). Relacje dyspersji dla modu skrecajgcego majg podobny charakter jak dla
modu Lamba. Réwniez tutaj przy braku tkanki zewnetrznej ttumienie przestrzenne okazuje sie
mate. Jednak po wprowadzeniu tej tkanki wzrasta ono dla niskich czestosci do wartosci o rzad
wielkosci wiekszych niz dla modu Lamba. Dodatkowo wartosci progowe czestosci, od ktorych
ttumienie staje sie mate dla poszczegdlnych rodzajéw tkanek sg o rzad wielkosci wieksze od
analogicznych dla modu Lamba.
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Rys. 4.2 Relacje dyspersji dla modéw Younga (a), Lamba (b) i skrecajacego (c) dla réznych
wartosci sprezystosci tkanki otaczajgcej naczynie.
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4.4.3 Zasiegtlumienia

Na Rys. 4.3 przedstawiona zostata odwrotnos¢ czesci urojonej wektora falowego dla modéw
Younga, Lamba i skrecajgcego. Odwrotnos$¢ ta, nazywana tutaj zasiegiem ttumienia, wyraza jak
z odlegtoscig zachowuje sie amplituda danego modu. Dla modu Younga jak wida¢ na Rys. 4.3a
zasieg ttumienia w szerokim zakresie czestosci wynosi powyzej 10 m a wiec jest kilkukrotnie
wiekszy niz rozmiary ciata cztowieka, mozna wiec przyjac, ze w fizjologicznym zakresie czestosci
mod ten jest niemalze niettumiony. Nie zalezy on rowniez znacznie od sprezystosci tkanki
otaczajgcej naczynie. Zasieg ttumienia moddéw Lamba i skrecajgcego zdecydowanie silniej
zalezy od parametrow otoczenia tkankowego naczynia. Dla zwiekszajacej sie sprezystosci
otoczenia tkankowego (rosnacy parametr K') dostajemy wyrazne zmniejszenie zasiegu
tlumienia w coraz wiekszym obszarze czestosci. Dla wartosci K’ odpowiadajgcych tkance
ttuszczowej (5 X 103Pa) oraz rozluznionej tkance mieéniowej gtadkiej (6 X 103Pa) obszar ten
siega ok. 100 rad/s, nie mniej jednak w catym tym obszarze zasieg ttumienia wynosi ok. 10 cm.
Taka odlegtos¢ moze by¢ znaczaca z fizjologicznego punktu widzenia, gdyz jest poréwnywalna
z wielkoscig organéw wewnetrznych cztowieka.
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Rys. 4.3 Zasieg ttumienia dla modu Younga (a), Lamba (b) i skrecajacego (c) dla réinych
wartosci sprezystosci tkanki otaczajgcej naczynie.
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4.5 Wzbudzanie modow

Znalezione w poprzednich rozdziatach mody powstajg wskutek ruchéw fizjologicznych takich
jak skurcze miesni, ruchy lokomocyjne itp. Rozwazmy kilka podstawowych rodzajow
wymuszonych ruchdéw $ciany naczynia i krwi. Pierwszy bedzie polegat na periodycznych
ruchach osiowych nierozciggliwego radialnie pierscienia przyczepionego do sciany naczynia od
zewnatrz i obejmujgcego jg dookotfa, natomiast drugi na periodycznej zmianie promienia tak
umocowanego pierscienia, bez ruchu osiowego. Ostatni rodzaj ruchu bedzie przypominat
periodyczne ruchy ttoka poruszajacego krew w naczyniu. Symetria wszystkich rozwazanych tu
sposobdw wzbudzania powoduje, ze oprécz moddédw Younga i Lamba nie mogg zostaé
wzbudzone ani mod skrecajgcy ani mody zn > 0.

Dla wzbudzania radialnego przyjmijmy, Ze odchylenie dtugosci promienia pierscienia od
wartosci spoczynkowej a zmienia sie zgodnie z

() = Apei@t, (4.86)

Musimy mieé ze wzgledu na ciggtos¢ sciany naczynia:
uf(z=0,t) =u;(z=0,t) = 4,e"i®t, (4.87)
uf(z=0,t) =u;(z=0,t) =0, (4.88)

Gdzie znak + odpowiada modom rozchodzacym sie w kierunku dodatnim, a znak — w kierunku
ujemnym. Na ruch $ciany naczynia sktadaja sie mod Younga (i = 1) oraz mod Lamba (i = 2).
Mamy wiec uf(z = 0,t) = (Rf + R} )e ™™ i analogicznie uf(z = 0,t) = (Z{ + Z7 )e .

Po uwzglednieniu (4.83) dostajemy stad
Yr1BY + VYr2Bs = YriBi +VroB: = 4y, (4.89)
Yz1BT +Vz2B3 = vz1B1 +v22B; = 0. (4.90)

Rozwigzujgc powyzszy uktad rownan otrzymujemy

A
Bf = r¥zz (4.91)
Vz2YR1 — Vz1Vr2
a stosunek amplitud cisnien dla modu Lamba i Younga wynosi
B+
2= Yz1 (4.92)
By Yz2

Dla wzbudzania osiowego przyjmijmy, ze potozenie pierscienia zmienia sie wzdtuz osi naczynia
zgodnie z rbwnaniem

HOEY.Wa (4.93)
Musimy miec ze wzgledu na ciggtosc¢ sciany naczynia:

uf(z=0,t)=u;(z=0,t) =0, (4.94)
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uf(z=0,t) =u;(z=0,t) = A,e ', (4.95)
Po uwzglednieniu (4.83) dostajemy stad analogicznie jak dla wzbudzenia radialnego

YriBi +Vr2B3 = Vr1Bi +VreBs =0, (4.96)

Yz1B{ +Vz2B3 = Vz1B1 +Vz2B; = A, (4.97)

Rozwigzujgc powyzszy uktad rownan otrzymujemy

A
T 1 — (4.98)
Yr2Yz1 — YR1Vz2
a stosunek amplitud cisnien dla modu Lamba i Younga wynosi
B+
S £ Y (4.99)
By YRr2

Oprécz przedstawionych wzbudzen radialnych i osiowych rozwaimy jeszcze wzbudzenie
zdefiniowane przez warunek

Stad interesujacy nas stosunek amplitud cisnief wynosi

B _ _ra

== : (4.101)
Bz+ Yc2

Warunek (4.100) odpowiada statosci predkosci osiowej cieczy w catym przekroju poprzecznym
naczynia w przyblizeniu fal diugich (wtedy J,(ikr) = 1). Wzbudzanie takie przypomina wiec
wzbudzanie przy pomocy ttoka o doskonale $liskiej powierzchni poruszajgcego sie wzdtuz osi
naczynia, w zwigzku z tym, ze predkosc¢ radialna zalezy od odlegtosci od osi ttoka. Wydaje sie,
ze ten sposéb wzbudzania modow jest zblizony do dziatania serca przy wyrzucaniu krwi
z komory do aorty.

Na Rys. 4.4 zostat przedstawiony stosunek amplitud cisnieA dla modu Lamba i Younga B5 /B;
dla wspomnianych wczesniej sposobdw wzbudzania dla rdéinych parametrow tkanki
otaczajgcej naczynie. Najwiekszy udziat modu Lamba widoczny jest w przypadku wzbudzania
osiowego (Rys. 4.4a). Dla tego rodzaju wzbudzania w catym rozwazanym obszarze czestosci,
oprocz czestosci ponizej ok. 12 rad/s, dostajemy amplitudy ci$nienia dla modu Lamba
przekraczajgce amplitudy dla modu Younga 35-60 razy, dla naczynia bez otoczenia
tkankowego. Gdy wprowadzimy czysto elastyczne otoczenie tkankowe stosunek amplitud
cisnien dla nizszych czestosci staje sie wyraznie mniejszy, ale otrzymujemy wyrazne wysokie
maksimum, ktorego potozenie zalezy od wartosci K,. Wprowadzenie lepkosci (otoczenie
tkankowe lepkosprezyste) powoduje zmniejszenie wysokosci tego maksimum.
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Rys. 4.4 Stosunek amplitudy cisnienia dla modu Lamba do amplitudy dla modu Younga dla
modow powstatych przy wzbudzaniu osiowym (a), radialnym (b) i odpowiadajgcemu ruchowi

Czestos¢ [rad s'w]

ttoka (c) dla réznych parametréw tkanki otaczajgcej naczynie.
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Podsumowanie

W niniejszej pracy zostato omoéwionych kilka modeli: model membrany zakoriczonej brzegiem,

dyskretny model dwuwymiarowego auksetyka oraz dwa tréjwymiarowe modele o geometrii

cylindrycznej, gdzie w przypadku drugiego modelu dodatkowo uwzglednione zostaty ruchy

cieczy oraz otoczenie lepko-sprezyste. Najwazniejsze wyniki dla poszczegdlnych modeli mozna

podsumowac nastepujaco:

Potnieskoriczona membrana z brzegiem w potencjale harmonicznym

1.

Uktad taki ma relacje dyspersji jak w jednorodnym réwnaniu Kleina-Gordona,
wystepowanie fal i rezonanséw powierzchniowych po wprowadzeniu warunku
brzegowego zalezy efektywnie tylko od jednego zredukowanego parametru.

W uktadzie tym uzyskujemy fale powierzchniowg o relacji dyspersji lezgcej ponizej
dolnej granicy pasma objetosciowego oraz fale cieknace, ktérych relacje lezg nie tylko
w obrebie pasma objetosciowego, ale réwniez ponizej (poddZzwiekowa fala cieknaca).
Analiza fal ciekngcych pokazuje, ze rozbieganie sie w uktadzie wychylen do
nieskonczonosci wraz z odlegtoscig od brzegu w istocie nie zachodzi i fale te maja
interpretacje fizyczng mimo pozornej osobliwosci.

Cylindryczne wydrgzenie w osrodku jednorodnym

4.

W uktadzie tym otrzymujemy dla kazdego zbadanego n (liczba weztéw fal na obwodzie
cylindra) jedng fale powierzchniowg. W granicy fal krétkich zachowuje sie ona jak fala
Rayleigha natomiast dla fal dtugich staje sie falg objetosciowa muskajgca powierzchnie
(surface skimming bulk wave).

Relacje dyspersji w uktadzie sg sparametryzowane jedynie ilorazem Poissona oraz
liczbg n.

Dla n = 0 otrzymujemy dwa mody z zespolonymi czestosSciami. Relacja dyspersiji
pierwszego, o charakterze torsyjnym, dla zredukowanych czestosci i wektora falowego
jest niezalezna od wspdtczynnika Poissona. Relacja dyspersji drugiego modu,
o charakterze osiowo-radialnym zalezy od wspodtczynnika Poissona, a w granicy fal
krotkich ttumienie tego modu staje sie znikome.
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W uktadzie tym wystepujg poddzwiekowe fale ciekngce. Efekt ten wydaje sie wynikiem
jedynie geometrii modelu w przeciwiestwie do znanych w literaturze przypadkow.
Czasy zycia tych fal ciekngcych wzrastajg do nieskoficzonosci w granicy fal krétkich.
Otrzymalismy dla uktadu catg game relacji dyspersji fal ciekngcych dlan =0,1,2
w zaleznosci od wspétczynnika Poissona w catym zakresie zmiennosci, w tym dla
czesto pomijanego obszaru auksetycznego. W wybranych przypadkach zaleznos$¢ od
wspbtczynnika Poissona jest wyjgtkowo silna. Najwieksze anomalie wystepujg dla
wspotczynnika Poissona w okolicy 0.5 tj. gdy objetos¢ uktadu pozostaje w przyblizeniu
stata przy jego jednoosiowym rozcigganiu.

Dyskretny model auksetyka dwuwymiarowego

9.

10.

11.

12.

13.

W obecnosci zewnetrznego naprezenia i przy ztamanej z tego powodu symetrii
rotacyjnej mozliwe jest uzyskanie w uktadzie wspotczynnikdw Poissona z zakresu
—00 <V < +00,

Mozliwe jest sterowanie wifasnosciami fononicznymi uktadu przez zmiane
przytozonego naprezenia. Od pewnej wartosci naprezenia krysztat staje sie fononiczny
tj. dostajemy przerwe wzbroniong w catym obszarze pierwszej strefy Brillouina.

Dla odpowiednio dobranych parametréw powierzchni oraz naprezenia zewnetrznego
mozliwe jest uzyskanie prawdziwej fali powierzchniowej w obrebie pasma
objetosciowego. Mozliwos¢ ta zostata potwierdzona przez wyznaczenie lokalnej
gestosci standw powierzchniowych.

Dla odbicia fal od powierzchni poczagwszy od pewnej wartosci kata padania jedna z fal
odbitych staje sie polem bliskim.

Dla czestosci fali padajacej bliskiej czestosci izolowanej prawdziwej fali
powierzchniowej dostajemy dla odpowiednich katdw padania wyrazne wzmocnienia
wspotczynnika odbicia, podczas gdy dla nieco mniejszych i nieco wiekszych katéw
padania jedno badz odpowiednio drugie z pél bliskich zostaje praktycznie
wyeliminowane.

Model tetnicy wypetnionej krwig i umieszczonej w otoczeniu tkankowym

14.

15.

16.

Obliczenia profili predkosci dla moddéw Younga i Lamba potwierdzajg, ze w przypadku
pierwszego mamy do czynienia gtdéwnie z ruchami cieczy natomiast w przypadku
drugiego gtdwnie z ruchami Sciany naczynia.

Mod Younga stabo zalezy od parametréow tkanki otaczajgcej naczynie, podczas gdy
mody Lamba i skrecajgcy wykazujg duze zmiany przy zmianie zaréwno sprezystosci jak
i lepkosci otoczenia tkankowego.

Wprowadzenie tkanki zewnetrznej do modelu skutkuje jakosciowg zmiang w relacjach
dyspersji modéw Lamba i skrecajgcego. Mody te zaczynajg sie dobrze rozchodzic¢
dopiero od pewnej granicznej czestosci zaleznej od parametréow otoczenia
tkankowego.
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17.

18.

19.

Zasieg ttumienia dla modu Lamba okazuje sie by¢ rzedu 10 cm dla fizjologicznych
wartosci parametrow tkanki otaczajgcej naczynie. Wskazuje to potencjalne znaczenie
fizjologiczne tego modu ze wzgledu na zasieg ttumienia poréwnywalny z wielkoscig
organow wewnetrznych cztowieka.

Analiza réznego typu sposobdw wzbudzania moddéw pokazuje, ze dla wzbudzania
osiowego stosunek amplitudy ci$nienia dla wzbudzonego modu Lamba do amplitudy
dla modu Younga jest >35 przy braku otoczenia tkankowego. Ponadto dla otoczenia
tkankowego sprezystego i lepko sprezystego stosunek ten wykazuje wysokie
maksimum w okolicach czestosci zaleznych od sprezystosci tkanki otaczajacej.
Powyzisze fakty mogg wskazywaé na to, ze prawdopodobne ruchy tetnicy i jej
otoczenia mogg prowadzi¢ do wzbudzenia fal w naczyniu tetniczym ze znacznym
udziatem modu Lamba.

Ujemny wspotczynnik Poissona $ciany naczynia w tym modelu prowadzi do
zmniejszenia predkosci propagacji modu Younga.
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Dodatek A

A.1 Macierz statych sprezystych (str. 59)

Elementy macierzy statych elastycznych wyrazajg sie nastepujgcymi wzorami:

3(8laoB + a(1 —3e11)?)(1 + €49)
41550\/41550 — (1 —3¢€;1)?

“(4150 -(1- 3511)2)3/2
12l§0(1 +€11)

C1111 =

C2222 =

ay/412y — (1 — 3€11)2(—1 + 3€y;)
412,

C1122 = C2211 =

C1212 = C1221 = C2112
afy/412 — (1 — 3€17)2(1 — 3€;1)2(1 — lgo + 3€14)

4(-312B(-1+ lgo — 3€11)(1 + €11) + a(4ly — (1 = 3€11)2)(1 + 3€q1))

Co121 = 3ﬁ(—1 + lgo — 3511)(1 + €11) (815403(—1 + lgo — 3511)
+3a(=4Z) + (1 - 36;)) (1 + €11))

/(4 420 = (1 = 36122 (30 (1 + fgo — 3e1)(1+ €11)
+a(4lgo — (1 - 3€11)*)(1 + 3€11)))

Powyzsze wzory mozna wyrazi¢ uzywajac kata 9:

(2 = lyycos8)(2B + a cos? B) csc O

lao

C1111 =

3
c _ lgoasin® 6

2222 =57 i on
2—lyocosb

C1122 = Cg211 = —a cos O sin @

C1212 = C1221 = C2112

= —lgoaf cos? 0 (=2 + lgg + 2lg9 cos 0) sin @ /(4o — 2(—2 + lpo) B

— lgo(4a — (=6 + lgo)B) cos O + (—4a + 215yB) cos* O
+ 41,00 cos® 0)

C2121 = _B(_Z + lao CoSs 6)(_2 + ZBO + Zlao CcoSs 9)(—20( + (_2 + lﬂo)ﬁ
+ lgo(a + 2B) cos 6 + 2a cos? 6 — lyoa cos® 6) csc O
/(la0(4a - 2(—2 + l,;o)ﬁ - la0(4a - (—6 + lﬂo)ﬁ) cos
+ (—4a + 213yB) cos? 0 + 4lyoa cos® 6))
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A.2 Macierz dynamiczna M (str. 65)

Po uwzglednieniu warunku (3.6) jawna posta¢ elementéw macierzy dynamicznej M jest

nastepujaca:

1
My, = lZ—(—a(l —3€11)% + 120(—2B8 + mw?) + 212,cos[3k, (1 + €;1)]
a0

3
+ a(1 — 3€;1)?cos [E k,(1

1
+ 611)] cos [Eky\/_l + 412, + 66,1 — 96121]>
= 1 a(—412, + (1 — 3€;1)?)(1 + 3€44)
l(zxo(l + 3611) a0 11 11

+120(2B(—1 4 lgo — 3€11) + m(1 + 3€11)w?)
=212 B(-1+ lgo — 3€11)cos[3k, (1 + €11)]
+ a4y — (1 -3e1)*)(1

3 1
+ 3€41)cos [Ek"(l + 611)] cos [Eky\]_l + 412, + 6€11 — 9efl]>

M22

1
= (@42 + (1 — 36,1)?)(1 +3
2. (143610 (0(( a0+ ( €11)°)(1 + 3€14)

+ léo(Zﬁ(—l + lﬁo - 3611)(2 + 3611) + (1 + 3511)‘[(!)2)
+a(—4l5 + (1 - 36,1)5(A

3 1
+ 3€41)cos [Ekx(l + 611)] cos [Eky\/_l + 412, + 6€11 — 96121]>

M33

i\/‘”éo - (1-3€1)%(1

2
laO

3 1
— 3€44)sin [Ekx(l + 611)] sin [Eky\]_l + 412, + 66,1 — 95121]

My, = My, =

ia
M3, = MI?, = _\/4lczro —(1-3€6;1)%(-1

2
Lo

3 1
+ 3€41)cos [Ek"(l + 611)] sin [Eky\/_l + 412, + 6€11 — 96121]

i 3
M;, = M;3 = léo(l_l_—gen)(—élléoﬁ(—l + lgo — 3€;1)cos [E k,(1+ 611)]

+a(4lzy — (1 -36,1)H)

1 3
+ 3€41)cos [E ky\/—l + 412, + 6614 — 96121]> sin [E k,(1+ 611)]
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A.3 Macierze C,D,R (str. 651 70)

Elementy macierzy C:

a(1 —3€;,,)%cos [% k(1 + 611)]

11 = 2150

iaJ41Z, — (1 — 36,1)2(—1 + 3€5,)sin [%kx(l + €11))]

Ciz =Cy = 212
a0
2 2 3
/415 — (1 — 3€11)%(1 — 3€g4)cos [jkx(l + 611)]
(i3 =—C3 = 212
@0
2 2 3
a(4liy — (1 — 3€11)%)cos [f k,(1+ 611)]
Cyy = —C33 = 212
a0
. 2 o [3
ia(4lsy — (1 —3€41)%)sin [7 k,(1+ 611)]
Co3 = (33 = —

212,

Elementy macierzy D:
Di; = D13 =Dy = D31 =0

—a(1l—3€11)% + 125(—2B + mw?) + 213,Lcos[3k, (1 + €11)]

2
Lo

Dy, =

D22 = (a(=41Z0 + (1 = 3€11)*) (1 + 3€yy)

léo(l + 3€11)
+150(2B(—1 + lgo — 3€11) + m(1 + 3€11)w?)

2iB(—1+ lgg — 3€q1)sin[3k, (1 + €11)]
D23 = =Ds2 = 1+ 3¢
11

D33 = (@(=41%0 + (1 = 3€11)*)(1 + 3€yy)

léo(l + 3€;11)
+ léo(Zﬁ(—l + lﬁo - 3611)(2 + 3611) + (1 + 3611)‘[(1)2)
+2028(-1+ lgo — 3€11)cos[3k, (1 + €15)])

Elementy macierzy R:
Ry =Ry, =0

R.. — —a(1 = 3€11)? + 215(=2f5 + myw?®) + 4150 Bscos[3k, (1 + €;1)]
1=

212,
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_a 42, — (1= 3e11)?(1 — 3€yy)

Ri3 =R, = (A.29)
13 31 2 léo
Ry, = ;(0{(—412 + (1 =363 + 3€;14)
22 Zléo(l + 3611) a0 11 11 (A 30)
+ 2130(2Bs(—1 + 1gos — 3€11) + m(1 + 3€11)w?) '
— 415085 (=1 + lpos — 3€11)cos[3k, (1 + €15)])
2iBs(—1 4+ lgos — 3611 )sin[3k, (1 + €44)]
1+ 3611
A.4 Macierz M dlan > 0 (str.87)
Macierze M; — M, skfadajace sie na macierz M dla n > 0 sg dane wzorami:
[(Zin(nz+a2k2)+a2pm)/n(iak)JrZakr]]’n(iak) Zikn(aal’n(ua)+(aza2—nz)ln(au)) 27(Jn(a@)—-aa)’ ,(aq) ]
ha2pw ha2a? ha?a
M, = 2nn(Jniak)—iak )"y (iak)) 2nkn(aa)’ (a@)-Jn(ac) in(2aa)’ ,(@@)+(a?a?~2n?) n(ac)) (A.32)
haZopw ha2a? nha?a
_ Zikzn;’n(iak) n(k?-a?)]’, (aa) _ iknjn(aa)
hpw ha haa
E K'—iKk", inkE ikoE
{_ a?(1-02) + pwwz - hd - a?(1-02) - a(1-02) l
_ inE K2E n2E K'g-iK"g nkE
M, = 2(1-02) T rmre)  @a—eyn T Pu? = hd " Za(i-o) (A.33)
[ ikoE __TNkE __n’E K’ T w? _K'z—iK"zJ
a(l-o2) 2a(1-0) 2a2(1+0) 1-0? Pw hd
rk]’n(iak) ik)', (aa) Jn(aa) 1
I pw a aa |
— | njpliak)  nkjplaa) i)', (aa)
M, —| o e - (A.34)
kJn(iak)
[ o Jn(aa) 0 |
iw 0 0
0 0 iw
A.5 Operatory we wspotrzednych cylindrycznych
Laplasjan we wspoétrzednych cylindrycznych:
10 0 1 02 0?
Vs =__(r_f> Lo o (A.36)
ror\ or/ 1208%2 0z2
2 OF, F,
V2F - ——2 L
r2 00 r?
V2F = 2 0. F, A.37
VZFQ _Z_T _ _Z ( )
r2od0 r
V2E,
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Dywergencja we wspotrzednych cylindrycznych:

1
V-F= (rr)+
rd

Gradient we wspodtrzednych cylindrycznych:

Vf =|-2L

10Fy | OF,
r a0 ' 0z

— af -
or

10f

r o0
of

L 97 |

Dywergencja tensora we wspotrzednych cylindrycznych:

6 1 6T9r aTZT ng ]
6 o7 )+ 09 t o7 0z
10 1 10Tpy 3Ty
V-T= _vv
rar 0T ¥ 250+,
10 10Ty, 0T,
ror (Trz) + r 00 0z
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