Abstract

The definition of a path integral of Quantum Gravity requires a regularization
of the space-times and performing a summadtion over all regularized space-time
geometries joining the in- and out- states. In the approach presented in the thesis
a UV cut-off in a form of a random lattice was introduced to regularize geo-
metries and the path integral becomes a sum over distinct triangulations of a
given topological manifold. We consider a toy model, where space-time is two-
dimensional. In all our considerations we assume that time can be Wick-rotated.
Definition of a path integral requires additional topological restrictions on a class
of allowed manifolds. One possible approach would be a minimal requirement,
to restrict the summation to all manifolds with a fixed topology of space-time
(usually assumed to be spherical, with possible boundaries corresponding to the
boundary states). In a lattice regularization this leads to the model of Euclidean
Dynamical Triangulations (EDT), where the space-time manifold is constructed
by gluing flat regular simplices (equilateral triangles) along the edges with a uni-
versal length a. In this approach a distinction between time and space is lost, but
can he reconstructed dynamically. The EDT geometry may be coupled to matter
fields. In the continuum limit (a — 0) the model is expected to be described by
the two-dimensional Liouville Conformal Field Theory with a conformal charge
of the matter field ¢. Type of matter fields (choice of ¢} determines the critical
behaviour. Liouville theory predicts that for ¢ > 1 geometry of space-times be-
comes unstable with complex critical exponents. The lattice EDT version can,
in this case, be studied numerically and shows that a typical geometry becomes
that of branched polymers with the Hausdorff dimension dy = 2 and the spectral
dimension dg = 4/3. For ¢ < 1 critical behaviour of the theory depends on ¢ and,
in particular, for ¢ = 0 {pure gravity) is characterized by a Hausdorff dimension
dy = 4 and dg = 2. An alternative version of the model is a model of Causal Dy-
namical Triangulations, where the topology of admissible space-time geometries is
additionally reduced by the requirement of the existence of a global time foliation
for each configuration. In effect critical properties of the model change. The only
case studied analytically (both in the continuum and in the lattice formulation)
is the case of pure gravity, where the geometry is characterized by dgy = 2 and
dg = 2. Also for CDT we may include interactions of geometry with matter, but
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it was not clear if the analogue of a ¢ = ] barrier is present in this case.

The thesis consists of four papers, in which the effects of the coupling between
matter and geometry for two-dimensional quantum gravity models are analysed.
The introductory part of the thesis contains a general formulation of the problems
studied and a short discussion of methods and results.

In the first paper we analyse the so called “Lee-Yang edge” model in the EDT
formulation. The model is interesting because naively there is a disagreement
between continuous critical exponents (in this case ¢ = —22/5) and the lattice
result, obtained using the Random Matrix Theory. In the paper we show that the
effect of the operator mixing explains the difference and leads to 4 full agreement
of the exponents. This article was prepared during a one-year stay at the Niels
Bohr Institute in Copenhagen.

The remaining three bapers present results of the numerical Monte Carlo
analysis of the CDT 141 geometry coupled to one or more copies of the scalar
field. In the first article we consider d copies of a massless scalar field, which in
the EDT version would correspond to a geometry Interacting with matter with a
central charge ¢ = d. We study systems with periodic boundary conditions in time
and space, where the period in the time direction T is fixed (and relatively large).
We show that including matter (d > 1) has also in this case a very important
physical effect, although different than in EDT. We observe a development of the
de Sitter-like semi-classical blob with the Hausdorff dimension dyg = 3. This effect
may be interpreted as a breakdown of the original toroidal geometry to form a
collapsed “spherical” one, although a value of dy indicates that quantum effects
lead to a non-trivial scaling of geometry. This geometry is further analysed in the
second paper, where we show that the spectral dimension remains de = 2 also
for systems with the collapsed geometry. A transition between the two regimes:
that with a toroidal geometry with dy = 2 for d = 0 and a “spherical” geometry
with dy = 3 ford > 1 may be interpreted as a phase transition. This cannot
be checked, even numerically, with a discrete integer set of d. In the third paper
We propose to study a possible transition using a CDT system interacting with
d = 4 copies of a massive scalar field. Introducing a new parameter in a form of
the mass we may “switch off” the field degrees of freedom, freezing them to zero
(for large mass). We show that for a finite value of the mass parameter we observe
a transition between the two regimes. The character of this transition suggests
that it is a phase transition of the second (or higher) order.



Streszczenie

Definicja calki po trajektoriach w kwantowej grawitacji wymaga regularyzacji
czaso-przestrzeni oraz wykonania sumowania po wszystkich zregularyzowanych
geometriach czaso-przestrzennych laczacych stan wejsciowy i wyjsciowy. W po-
dejéciu uzytym w pracy ultra-floletowe obcigcie jest zrealizowane przez wprowa-
dzenie przypadkowej sieci, a calka po trajektoriach staje sie sumg po réznych
triangulacjach topologicznej rozmaitosci. Rozwazamy model-zabawke, w ktoérym
geometria czaso-przestrzeni jest dwuwymiarowa. We wszystkich rozwazanych w
tej pracy modelach czas zostal obrécony (w sensie obrotu Wicka). Definicja calki
funkcjonalnej wymaga dodatkowego zdefiniowania klasy rozmaitosci, uwzglednio-
nych w sumowaniu. Jedno z mozliwych podejs¢ uzywa minimalnego ograniczenia,
w ktorym uwzglednia sie rozmaitodci o ustalonej globalnej topologii (zazwyczaj
sferycznej, z mozliwymi brzegami, odpowiadajacymi stanom wejsciowym 1 wyj-
sciowym). Dla regularyzacji sieciowej realizacja jest model Euklidesowych Dyna-
micznych Triangulacji (EDT), gdzie czaso-przestrzen staje si¢ symplicjalng roz-
maitoécia zbudowanana z regularnych sympleksow (trojkatow), sklejonych wzdiuz
krawedzi o dlugosci a. W tym podejéciu traci sig rozréznienie miedzy kierunkiem
czasowym i1 przestrzennym, ale to rozréznienie moze byé odzyskane dynamicznie.
Geometria ED'T moze sprzegaé sie z polami materii. W granicy ciaglej (e — 0)
spodziewamy sie, ze model moze by¢ opisany przez ciggla dwuwymiarows Kon-
foremna Teorie Pola Liouville’a z konforemnym polem materii z tadunkiem cen-
tralnym c. Rodzaj pola materii {tadunek ¢) determinuje zachowanie krytyczne.
Teoria Liouville’a przewiduje, ze dla ¢ > 1 geometria staje sie niestabilna, scha-
rakteryzowana przez zespolone wykladniki krytyczne. Wersja sieciowa EDT moze,
w tym przypadku, byé zbadana metodami numerycznymi i wykazuje, ze typowa
geometria odpowiada ukladowi polimeréw rozgatezionych o wymiarze Hausdorffa
dy = 2 1 wymiarze spektralnym ds = 4/3. Dla ¢ < 1 krytyczne zachowanie teorii
jest funkeja ¢, w szczegélnosci dla czystej grawitacji (¢ = 0) charakteryzuje sig
wymiarem Hausdorffa dgy = 4 1 dg = 2. Alternatywna wersja modelu nosi nazwe
modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji (CDT). W tym modelu dopusz-
cza sie tylko geometrie pozwalajace na zdefiniowenie globalnej foliacji czasowej dla
kazdej konfiguracji. W konsekwencji wlasnodci krytyczne ulegajg zmianie. Jedy-
nym przypadkiem zbadanym metodami analitycznymi (zaréwno w wersji cigglej,
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jak sieciowej) jest czysta grawitacja, gdzie dy = 2 i dg = 2. Dla CDT réwniez
mozemy badaé sprzezenia z materig, ale nie jest oczywiste czy bariera ¢ = 1
istnieje réwniez dla tego modelu.

Rozprawe doktorska stanowig cztery publikacje, w ktérych badane sg sprzeze-
nia materii w modelach dwuwymiarowej grawitacji kwantowej. Rozprawa zawiera
tez czesé wstepna, w ktérej przedstawiamy zakres badanych probleméw oraz krot-
kie oméwienie metod i uzyskanych wynikow.

W pierwszej publikacji badamy tzw. model “krawedzi Lee-Yanga” w sformu-
towaniu EDT. Model jest interesujgcy z tego wzgledu, ze naiwnie wydaje sig pro-
wadzi¢ do niezgodnosci miedzy ciagglym modelem Liouville’a (w tym wypadku z
¢ = —22/5), a przewidywaniami sieciowymi, uzyskanymi w ramach Teorii Macie-
rzy Przypadkowych. W artykule wykazujemy, ze uwzglednienie efektu mieszania
operatorow daje peina zgodnosé przwidywari dotyczacych eksponent krytycznych.
Ta publikacja powstala w czasie rocznego pobytu na stazu w Instytucie Nielsa
Bohra w Kopenhadze.

Pozostate trzy publikacje przedstawiaja rezultatu numerycznych analiz {me-
todami Monte Carlo) modelu CDT w 1+1 wymiarach, sprz¢zonego z jedna lub
wiecej kopiami pola skalarnego. W pierwszym artykule rozwazamy model zawie-
rajacy d kopii bezmasowego pola skalarnego. W wersji EDT odpowiadaloby to
sprzezeniu geometrii z materig o tadunku centralnym ¢ = d. W naszych oblicze-
niach warunki brzegowe sg periodyczne w kierunkach czasowym 1 przestrzennym,
przy czym periodyczno$é w kierunku czasowym jest ustalona i duza. Pokazujemy,
7e wprowadzenie materii (d > 1) ma bardzo istotny wpltyw na fizyczne wiasnosci
modelu, chociaz efekt ten jest inny niz w EDT. Obserwujemy pojawienie si¢ semi-
klasycznej geometrii tta, podobnej do geometrii de Sittera, o wymiarze dg = 3.
Mozemy interpretowaé ten efekt jako zalamanie wyjéciowej toroiaelnej topologii
do skolapsowanej “sferycznej” geometrii, choclaz warto$é dy wskazuje na nietry-
wialny wplyw efektéw kwantowych. Dalsza analiza “sferyczne]” geometrii prze-
prowadzona. jest w drugiej publikacji, gdzie pokazujemy, ze wymiar spektralny
pozastaje rowny dg = 2 Przejécie miedzy dwoma zachowaniami z dy = 2 dla czy-
stej grawitacji (d = 0) i dy = 3 dla d > 1 moze byé interpretowany jako przejscie
fazowe. Nie mozna jednak tego sprawdzi¢, nawet stosujgc metody numeryczne, ze
wzgledu na dyskretny charakter d. W trzeciej publikacji proponujemy zbadanie
takiego przejscia w modelu, w ktérym wprowadzamy oddziatywanie czterech pol
skalarnych z niezerowg masg. Wprowadzajac parametr masowy mozemy “wyly-
czy¢” pole, zamrazajac polowe stopnie swobody do zera (dla duzych mas). Wyka-
zujemy, ze dla skonczonej wartosci parametru masowego obserwujemy przejscie
miedzy dwoma rezimami. Charakter przejscia sugeruje, ze jest to przejécie fazowe
drugiego (lub wyzszego) rzedu.




