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Stacjonarne osiowosymetryczne rozwigzania rownan
Einsteina

Wstep

W tym roku obchodzimy setna rocznice odkrycia ogélnej teorii wzgled-
nosci. Pomimo, iz teoria Einsteina ma sto lat, to wiele jej fundamentalnych
zagadnien pozostaje ciagle nierozwigzanych. Obecnie, dzieki rozwojowi me-
tod matematycznych oraz wspierajacych je systemoéw algebry komputerowej,
niektore z tych zagadnienn moga by¢ rozwazane na nowo.

W przypadku symetrii sferycznej réwnania Einsteina redukuja sie do
uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych. Rownania takie stosunkowo ta-
two jest rozwiazaé, dlatego sferycznie symetryczne rozwigzania roéwnan Ein-
steina sa dosy¢ dobrze przebadane i zrozumiane. Twierdzenie Birkhoffa im-
plikuje, iz asymptotycznie plaskie prozniowe rozwigzania o symetrii sferycz-
nej naleza do rodziny rozwiazan Schwarzschilda. W poréwnaniu do symetrii
sferycznej, symetria osiowa charakteryzuje sie znacznie wiekszym bogactwem
rozwigzan. Chociaz rownania Einsteina staja sie bardziej skomplikowane, to
w przypadku stacjonarnym sa jeszcze na tyle proste, iz mozna badaé ich
strukture za pomoca wspomaganych komputerowo $cistych metod [22, 26]
bez odwolywania sie do technik stricte numerycznych.

Jednym z fundamentalnych zagadnien, ktére mozna bada¢ przy zatozeniu
symetrii osiowej jest problem oddzialywania dwoch ciat. Zagadnienie to
posrednio stanowitlo motywacje do przeprowadzenia badan, ktérych wyniki
wchodza w sktad mojego dorobku habilitacyjnego.

W przypadku mechaniki klasycznej, problem oddzialywania dwoch ciat
zostal rozwiazany przez Izaaka Newtona w Prinicipiach [48]. W szczegolnosci
tzw. Newton’s shelling theorem! opisuje oddziatywanie grawitacyjne dwoch
sferycznie symetrycznych kul. Newton redukuje ten nietrywialny problem
do zagadnienia oddzialtywania mas punktowych — sita oddzialywania gra-
witacyjnego pomiedzy sferycznymi kulami dana jest przez prawo odwrotnych
kwadratow. Sila ta nie zalezy od kretow (momentow pedu) cial.

W ogolnej teorii wzglednosci pojecie sity grawitacyjnej nie wystepuje.
Mimo to mozna moéwié¢ o efektywnej sile oddzialywania, wykorzystujac ana-

! Principia, ksiega 111, twierdzenie VIIL.



logie z teorig newtonowska. Teoria Einsteina wprowadza do tego pseudonew-
tonowskiego obrazu nowe elementy — w ogdlnej teorii wzglednosci efektywna
sita oddzialywania pomiedzy dwoma cialami zalezy od kretéw (momentow
pedu) rozwazanych cial. Do niedawna nie bylo wiadomo na ile krety obu
cial moga modyfikowaé nasza newtonowska intuicje. Czy zwiazane z nimi
efekty moga zrownowazyé¢ newtonowskie przycigganie grawitacyjne? Cykl
prac, stanowiacy podstawe mojego osiagniecia habilitacyjnego, przyczynit
sie do rozwiazania tego zagadnienia. Wyniki zawarte w wiekszosci tych prac
sa bardziej ogdlne niz wymagatoby tego zagadnienie dwoch ciat, ale wszystkie
z nich stosuja sie do tego problemu. Ponizej przedstawiam swoje osiagniecia
w kontekécie zastanego stanu wiedzy. Kontekst historyczny przedstawitem
obszerniej w ksiazce [55].

Pod koniec wieku XIX Olivier Heaviside zaproponowat pomystowe uogol-
nienie teorii grawitacji Newtona. Heaviside zauwazyt [31, 32|, ze jesli zapi-
sze sie rownania teorii grawitacji Newtona w sposéb analogiczny do réwnan
Maxwella? i jesli potraktuje sie te analogie bardziej dostownie, to porusza-
jaca masa powinna byé¢ Zréodlem pola grawitomagnetycznego, podobnie jak
poruszajacy sie tadunek elektryczny jest Zzrédlem pola magnetycznego. Na
przyklad, dwie rotujace kule materii powinny wytwarzaé¢ pole grawitoma-
gnetyczne. Oprocz standardowej sity newtonowskiego przyciagania pojawia
sie sita grawitomagnetyczna, ktora przy odpowiednio dobranych kierunkach
kretéw kul, moze dzialaé¢ przeciwnie do przyciagania. Dzisiaj wiemy, ze
analogia zauwazona przez Heaviside’a opisuje prawdziwe efekty fizyczne i
moze by¢ zrozumiana jako pewnego typu niskoenergetyczne przyblizenie teo-
rii grawitacji Einsteina. Pomimo, iz zgodnie z przewidywaniami Heaviside’a,
efekty grawitomagnetyczne sa bardzo stabe w Uktadzie Stonecznym, to w
roku 2006 zostalty one zaobserwowane® w eksperymencie Gravity Probe B
[21]. Jest zadziwiajace, ze, te pozornie drobne, nic nieznaczace poprawki do
grawitacji newtonowskiej daleko poza Ukladem Stonecznym sa Zrodlem jed-
nych z najbardziej energetycznych proceséw zachodzacych we Wszechswie-
cie. Tak zwany proces Blandforda—Znajka przebiegajacy w sasiedztwie ro-
tujacych czarnych dziur z dyskiem akrecyjnym moze zostaé zinterpretowany
(np. Thorne [58]) jako oddzialywanie pola grawitomagnetycznego rotujacej
czarnej dziury z polem elektromagnetycznym. Proces ten moze rozpedzié
natadowane czastki do energii o wiele rzedéw wielkoéci wiekszych niz te do-
stepne w Wielkim Zderzaczu Hadronow (Large Hadron Collider). Jest on
kluczowy dla astrofizyki wysokich energii.

Oddzialywania grawitomagnetyczne mozna studiowaé¢ uzywajac réznego
rodzaju przyblizeni i metod efektywnych. Krakowska grupa fizyki relatywi-
stycznej, reprezentowana przez Jana Weyssenhoffa i Myrrona Mathissona,

?Réwnanie Poissona mozna zapisaé wprowadzajac pojecie wektorowego pola grawita-
cyjnego.

3Istnienie oddzialywan grawitomagnetycznych zostato potwierdzone réwniez przez inne
grupy badawcze [37].



ma tutaj swoje zastugi. W roku 1937 Myrron Mathisson wyprowadzil row-
nania ruchu czastki probnej z kretem [41, 42].% Réwnania te zostaly poz-
niej powtornie odkryte przez Papapetrou [49]. W roku 1972 Robert Wald
zauwazyl [59]|, Ze zakres stosowalnosci tego typu przyblizern uniemozliwia
znalezienie odpowiedzi na pytanie o konfiguracje réwnowagowe — jesli sita
grawitomagnetyczna ma by¢ poréwnywalna do przyciggania grawitacyjnego,
to przyblizenie czastki préobnej nie jest uzasadnione. W takim przypadku
nalezy odwola¢ sie do pelnych rownan Einsteina. Ze wzgledu na symetrie
konfiguracji réwnowagowej, poszukiwania rozwiazan mozna ograniczy¢ do
asymptotycznie ptaskich czasoprzestrzeni, ktére sg stacjonarne i osiowosy-
metryczne. W ogoblnej teorii wzglednosci odpowiednikiem newtonowskich
mas punktowych sa czarne dziury. Dlatego problem istnienia konfiguracji
rownowagowych w swojej najbardziej podstawowej formie dotyczy rozwia-
zan prozniowych.

W roku 1981, Hauser i Ernst udowodnili [26] hipoteze zapostulowana
dziewie¢ lat wezesniej przez Gerocha [22]: wszystkie asymptotycznie pla-
skie stacjonarne osiowosymetryczne prézniowe rozwiazania rownan Einsteina
mogg zostaé wyznaczone za pomoca odpowiednich metod generacji. Oznacza
to, ze jesli sila grawitomagnetyczna moze zréwnowazy¢ przyciaganie grawi-
tacyjne, to powinny istnieé¢ Sciste rozwigzania réwnan Einsteina opisujace
taki stacjonarny uktad. W celu zrozumienia w jakim stopniu krety (mo-
menty pedu) cial modyfikuja oryginalny problem dwoch kul (rozwiazany
przez Newtona w Principiach) nalezy rozwiazaé¢ nastepujace zagadnienie z
ogblnej teorii wzglednodci: czy istniejg stacjonarne prézniowe asymp-
totycznie plaskie rozwigzania rownan Einsteina o symetrii osiowej
inne niz rozwiazanie Kerra (bez nagich osobliwosci)?® Jedli takie
rozwigzanie posiada horyzont zdarzen i jesli jest on spojny, to twierdzenie
o jednoznacznosci czarnych dziur [11] implikuje, iz wszystkie mozliwe czaso-
przestrzenie naleza do rodziny rozwiazan Kerra. Jednak, jesli oddzialywania
grawitomagnetyczne miatyby doprowadzi¢ do konfiguracji rownowagowych,
to horyzont zdarzen nie moze by¢ spdéjny — wymagamy istnienia dwdch
roztacznych obiektow i takie czasoprzestrzenie wymykaja sie wnioskom im-
plikowanym przez twierdzenie o jednoznacznosci.b

Stephen Hawking na poczatku lat siedemdziesiatych przedstawit bardzo
interesujace rozumowanie [28, 29|, ktore sugeruje, iz czarne dziury Kerra w

“Rozne sformutowania tego typu réwnan oraz krakowska historie studiéw nad tym
zagadnieniem mozna odnalez¢ w pracach Bronistawa Sredniawy [51, 52].

®Rozwiazanie Minkowskiego i Schwarzschilda to szczegdlne przypadki rozwigzania
Kerra.

8Zauwazmy, iz twierdzenie o jednoznacznosci czarnych dziur wyjasniajace sytuacje w
przypadku spdjnego horyzontu nie jest trywialne — najbardziej ogblna wersja tego twier-
dzenia jest wynikiem pracy wielu znakomitych fizykéw (Israel, Carter, Hawking, Robinson,
Mazur, Bunting, Masood-ul-Alam, Chrusciel, i inni), pracy rozciagajacej sie na przestrzeni
pieédziesieciu lat.



trakcie zderzen czolowych oddzialuja pomiedzy soba grawitomagnetycznie.”

Z rozwazan Hawkinga wynikato, iz konfiguracje réwnowagowe sa mato praw-
dopodobne, ale jego heurystyczna analiza nie byta w stanie wykluczyé takich
stanéw. Wiele lat wczesniej, wkrotce po powstaniu ogélnej teorii wzgledno-
$ci, Hermann Weyl i Rudolf Bach [60, 61, 2| rozwazali podobne zagadnie-
nie — wyprowadzili oni prézniowe osiowosymetryczne statyczne rozwigzanie
rownan Einsteina bedace superpozycja dwoch czarnych dziur Schwarzschilda.
Ze wzgledu na brak rotacji, a wiec i brak oddzialywania grawitomagnetycz-
nego, rozwiazanie to posiadalo naga osobliwos¢ (tzw. osobliwy pret), ktorej
wlasciwosci okreslajg site wzajemnego przyciagania czarnych dziur. Aby
sprawdzié, czy oddzialywania grawitomagnetyczne mogtyby zregularyzowaé
rozwigzanie Bacha i Weyla nalezalo uog6lni¢ to rozwiazanie na przypadek
dwoch czarnych dziur z kretem. Takie uogoélnienie odkryto dopiero szesé-
dziesiat lat pozniej.

W roku 1980, Kramer i Neugebauer wykorzystali nowe sformutowanie
rownan Einsteina (wykorzystujac czasowe pole Killinga, rownania Einsteina
mozna zredukowac do tzw. rownania Ernsta) i znalezli rozwiazanie opisujace
stacjonarna superpozycje dwoch czarnych dziur Kerra [38]. Rozwiazanie to
nazwano podwdjnym Kerrem. Zalezy ono od siedmiu parametréw i dla ich
generycznych wartodci posiada nagie osobliwosci. Jesli regularne konfigura-
cje rownowagowe istnieja, to powinno tak dac sie dobra¢ te siedem parame-
tréw, aby patologiczne wlasciwodci czasoprzestrzeni skryty sie pod horyzon-
tami zdarzen czarnych dziur. Niestety, okazalo sie, ze nie jest to zadanie
tatwe. Po pierwsze, struktura algebraiczna podwdjnego Kerra jest skompli-
kowana. Analiza wlasciwosci rozwiagzania na poziomie funkcji metrycznych
czesto sprowadza sie do manipulacji wielomianami zawierajacymi dziesiatki
tysiecy wyrazow. Po drugie, fizyczna interpretacja parametrow opisujacych
rozwiazanie nie jest oczywista. Zadania nie utatwia réwniez olbrzymia, bo
az siedmiowymiarowa przestrzeri parametréw. Wyjasnienie tych probleméw
byto przedmiotem wielu prac i zajeto prawie trzydziedci kolejnych lat.

Roéwnanie Ernsta

Funkcje metryczne podwdjnego Kerra sa bardzo skomplikowane, nato-
miast wynikaja one z prostego rozwiazania réwnania Ernsta. Niestety, nie
jest oczywiste jak przettumaczy¢ wlasciwosci rozwigzan réwnan Ernsta na
wlasciwosci czasoprzestrzeni. Problemem tym zajmowalem sie w pracach
[H1] oraz [H2].

Czasoprzestrzenie stacjonarne o symetrii osiowej mozna zapisa¢ w postaci
Weyla—Lewisa—Papapetrou

g = 7L [h (dp® + dC?) + p2de?] — f (dt + ads)? (1)

"Hawking i Wald uzywaja nazwy oddziatywania spin-spin.




gdzie g oznacza metryke, a funkcje metryczne f, h, a zaleza od wspotrzed-
nych p, ¢ (standardowo przyjmuje sie, iz f > 0). Prozniowe réwnania Ein-
steina mozna zredukowaé¢ do réwnania Ernsta [19]3

(REVAE =VE-VE | (2)

gdzie & = f+1ib jest funkcja zespolona (b, podobnie jak f, jest funkcja rzeczy-
wista p, ¢)?, symbole -, V, A (iloczyn skalarny, gradient, laplasjan) odnosza
sie do dwuwymiarowej ptaskiej przestrzeni, a operator ® oznacza czesé rze-
czywistg liczby, czy tez funkcji na ktora on dziata. We wspotrzednych p, ¢
zachodzi A = (9% + (1/p)ap+a§. Kazde rozwiazanie rownania Ernsta (2) od-
powiada pewnej czasoprzestrzeni. Wtasciwodci tej czasoprzestrzeni trudno
przewidzie¢ tylko na podstawie znajomosci &. W celu znalezienia funkcji
metrycznych nalezy scatkowaé nastepujace rownania

a, = pfob’C, ac = —Pfizb,p ) (3)
ph ph
h, = 2702 [f?p - f,2< + b?p o b?C] » o he= F [fofic +bpbel- (4)

Wiekszosé rozwigzan rownan Ernsta prowadzi do czasoprzestrzeni o pa-
tologicznych wlasciwosciach, dlatego kluczowe pytanie, jakie mozna sobie po-
stawi¢ brzmi: jakie wtasciwosci potencjatu & sg odpowiedzialne za osobliwo-
$ci metryki? Jesli znaliby$my odpowiedZ na to pytanie, to bytoby wiadomo,
ktoére z rozwiazan rownan Ernsta prowadzg do regularnych czasoprzestrzeni.
Na przyktad, z rownan (3), (4) oraz z postaci elementu liniowego (1) wynika,
iz hiperpowierzchnnie & = f = 0 moga by¢ Zrédltem probleméw. Nie jest
wiec oczywiste, czy rozwigzanie mozna przedtuzyé do obszaru f < 0. Hiper-
powierzchnie f = 0 maja prosta interpretacje fizyczng. Jesli f = p = 0 to
mamy do czynienia z horyzontami Killinga. Horyzonty Killinga sa dosy¢ do-
brze zrozumiane [9, 40|, wiec najbardziej interesujacy jest przypadek f =0,
p > 0, ktory odpowiada ergopowierzchniom.!?

Problem regularnosci ergopowierzchni zostal rozwiazany w pracy [H1].
Najwazniejsze twierdzenie zawarte w tej pracy implikuje, iz wszystkie zera
skoniczonego rzedu funkcji RE w punkcie P prowadza do gladkiej i lorent-
zowskiej metryki w otoczeniu P. W pracy [H2] zbadalismy to samo zagad-
nienie w og6lniejszym przypadku czasoprzestrzeni zawierajacych pole elek-
tromagnetyczne. W przypadku elektro—prézniowym udato sie nam udowod-
ni¢ twierdzenie analogiczne do gtownego twierdzenia z pracy [H1]. Dowod

8W przypadku rozwigzan elektro-prézniowych istnieje odpowiednie uogolnienie réw-
nania Ernsta [20].

9Funkcja b nie pojawia sie bezposrednio w metryce (1) i stuzy jedynie do skonstruowania
funkcji metrycznych a, h na podstawie réownan (3), (4).

0Ergopowierzchnie sg zwigzane z rotacja i efektem wleczenia uktadéw. Po przekrocze-
niu ergopowierzchni obserwator nie moze pozosta¢ stacjonarnym wzgledem stacjonarnych
obserwatoréw w nieskoriczonosci.



wymagal narzucenia dodatkowych warunkéw na zachowanie sie pola elektro-
magnetycznego w sasiedztwie rozwazanego punktu.

Wyzej wymiarowe czarne dziury

Kramer i Neugebauer znalezli rozwigzanie podwdjny Kerr wykorzystujac
sformultowanie rownan Einsteina za pomoca potencjatu Ernsta [38]. W szcze-
gblnosci wykorzystali oni metode generacji nowych rozwiazari réwnan Ern-
sta ze znanych rozwiazan za pomoca transformacji Backlunda [45, 46|. Poza
sformutowaniem Ernsta, inng metoda, za pomoca ktoérej mozna wygenerowaé
rozwiazanie podwdjny Kerr, jest tzw. inverse scattering method [3|. Metoda
ta zyskata ostatnio na popularnosci, poniewaz dzieki niej w ciggu ostatnich
pietnastu lat odkryto szereg interesujacych rozwiagzan czarnodziurowych w
czasoprzestrzeniach wyzej wymiarowych (N + 1 wymiarowych, gdzie N > 3)
[18]. W duzym uproszczeniu sprowadza sie ona do szeregu manipulacji alge-
braicznych, ktére na podstawie znanych rozwiazan Einsteina pozwalaja kon-
struowaé¢ nowe rozwiazania. Na przyktad, rozwigzanie podwdjny Kerr moze
zosta¢ wygenerowane z rozwigzania bedacego superpozycja dwodch czarnych
dziur Schwarzschilda [35] (czyli rozwiazania rozwazanego przez Hermanna
Weyla i Rudolfa Bacha [60, 61, 2|).

W roku 2007 Henriette Elvang i Pau Figueras opublikowali artykutl [16],
z ktorego wynikalo, iz za pomoca inverse scattering method udalo si¢ im
wygenerowaé 4 + 1 wymiarowa stacjonarng czarna dziure o niesp6jnym ho-
ryzoncie. Czarna dziura tego typu zostala nazwana Czarnym Saturnem.
Sktada sie ona z dwoch komponentéw — centralnej czarnej dziury o topolo-
gii sferycznej otoczonej przez czarng dziure o topologii torusa. Funkcje me-
tryczne opisujace to rozwiazanie sa bardzo skomplikowane, co w znacznym
stopniu utrudnialo weryfikacje jego wtasciwosci. Czy rozwiazanie Czarny
Saturn rzeczywiscie odpowiada 4 + 1 wymiarowej czarnej dziurze (brak na-
gich osobliwosci, brak patologii w strukturze przyczynowej)? Jesli tak, to
jest zastanawiajace, iz ta sama procedura, tzn. tnverse scattering method,
w zaleznosci od liczby wymiaréw moze prowadzi¢ do catkowicie odmiennych
wnioskow. Dla niefizycznej liczby wymiaréw N = 4 metoda ta pozwala ge-
nerowaé regularne rozwigzania o niespdjnym horyzoncie zdarzen. Uzyskanie
analogicznych rozwigzan za jej pomoca dla N = 3 wydaje sie niemozliwe.
Jak wida¢, Czarny Saturni inverse scattering method sa zwiazane z zagadnie-
niem istnienia stacjonarnych czarnych dziur o niesp6jnym horyzoncie w 341
wymiarach (regularno$é czasoprzestrzeni podwdjnego Kerra). Rozwazania te
stanowily motywacje do przeprowadzenia badan, ktérych wyniki (zawarte w
pracach [H3], [H4], [H5]) stanowia cze$¢ mojego dorobku habilitacyjnego.

Po pierwsze nalezato zweryfikowaé, czy Czarny Saturn to rzeczywiscie
rozwiazanie czarno—dziurowe. W pracy [H3] udato sie¢ udowodnié, iz obszar
zewnetrznej komunikacji (domain of outer communications, czyli obszar na



zewnatrz horyzontu zdarzen) jest gtadki (brak nagich osobliwosci) oraz, ze
rozwigzanie Czarny Saturn mozna lokalnie rozszerzyé!! poprzez horyzonty.

W celu zbadania struktury przyczynowej Czarnego Saturna (pod katem
braku patologii) wykorzystano pojecie stabilnej przyczynowosci. Pojecie to
zostalo wprowadzone przez Stephena Hawkinga w roku 1969 [27|. Haw-
king w swojej pracy wykazal, iz istnienie funkcji czasu (nazywanej rowniez
kosmicznym czasem) gwarantuje prawidtowosé struktury przyczynowej (np.
brak zamknietych krzywych czasowych). Istnienie funkcji czasu zapewnia
roéwniez, ze struktura przyczynowa jest stabilna, tzn. zamkniete krzywe cza-
sowe nie pojawiaja sie pod wplywem drobnych zaburzen czasoprzestrzeni
(stad nazwa stabilna przyczynowosé). Dowod stabilnej przyczynowosci cza-
soprzestrzeni sprowadza sie wiec do wykazania, iz istnieje na niej pole ska-
larne f (funkcja czasu) speliajace nastepujacy warunek: gradient f (tzn.
wektor Vf) jest wszedzie czasowy i skierowany w przesztosé.!? Warunek
ten gwarantuje, iz f rosnie wzdtuz dowolnej krzywej czasowej skierowanej
w przysztosé, a to oznacza, ze f moze stanowi¢ miare czasu dla wszystkich
obserwatoréw.

Badanie stabilnej przyczynowosci Czarnego Saturna w pracy [H3| za-
konczyto sie czesciowym sukcesem. Udowodnilidmy, iz Czarny Saturn jest
stabilnie przyczynowy jesli kret centralnej czarnej dziury (spojnej sktadowej
horyzontu o topologii sferycznej) znika. W pracy tej przedstawiono row-
niez wyniki numeryczne $wiadczace o stabilnej przyczynowosci rozwiazania
w ogbélnym przypadku.

Podsumowujac, wyniki zawarte w pracy [H3] pokazuja, ze Czarny Sa-
turn jest istotnie rozwigzaniem czarno-dziurowym, a wiec teoria grawitacji
Einsteina dopuszcza istnienie dwukomponentowych stacjonarnych czarnych
dziur jesli liczba wymiaréow to 4 + 1.

Czarny Saturn sktada sie z centralnej czarnej dziury i czarnego pierscie-
nia. W pewnym sensie jest to potaczenie dwoéch innych 4 4+ 1 wymiaro-
wych rozwiazai czarno-dziurowych: czarnej dziury Myersa—Perry’ego [44]
oraz Czarnego PierScienia [17] (rozwiazanie Emparana—Realla). Rozwia-
zanie Myersa—Perry’ego stanowi wyzej wymiarowe uogodlnienie rozwigzania
Kerra (dla N + 1, N > 3 wymiaréw). Jest ono znane od roku 1986 i zo-
stalo dosy¢ dokltadnie przebadane. Rozwiazanie Czarny Pierscieri i jego
uogoélnienie na przypadek dwoch niezaleznych kretow!?, tzw. czarna dziura
Pomeranskiego—Senkova [50], jest stosunkowo nowe (rozwiazania te odkryto
w roku 2006). Struktura algebraiczna rozwiazania Pomeranskiego-Senkova
jest skomplikowana, lecz znacznie prostsza od struktury algebraicznej Czar-
nego Saturna. Krokiem posrednim prowadzgcym do pelnego dowodu stabil-

"To znaczy, ze istnieje lokalny uklad wspotrzednych w ktorych horyzonty zdarzen sa
regularne.

12Przy zalozeniu, ze sygnatura jest typu (—, +, +, +).

13W czasoprzestrzeni 4+1 wymiarowej kret obiektu jest opisywany przez dwa parametry
(ze wzgledu na istnienie dodatkowego wymiaru przestrzennego).



nej przyczynowosci Czarnego Saturna okazal sie dowdd stabilnej przyczyno-
wosci czarnej dziury Pomeranskiego—Senkova. Dowdd ten przedstawiono w
pracy [H4]. Jego szczegdly dobrze ilustruja trudnosci rachunkowe z jakimi
przyszto sie mierzy¢ w pracach [H3], [H4], [H5].

Aby udowodnié stabilng przyczynowosé czarnej dziury Pomeranskiego—
Senkova nalezy wykazaé istnienie funkcji czasu w obszarze zewnetrznej ko-
munikacji (domain of outer communications). W tym celu trzeba zapropo-
nowaé funkcje skalarng f, a nastepnie sprawdzi¢, czy spelia ona warunki
definicyjne funkcji czasu. Warunki te sprowadzajg sie do pewnych nieréw-
nosci, np. Vf jest wektorem czasowym jesli g(V f, Vf) < 0, gdzie g oznacza
metryke czasoprzestrzeni.'* W przypadku metryki Pomeranskiego—Senkova
odpowiednia zmiana wspotrzednych oraz reparametryzacja pozwala zreduko-
wac nieréownosé g(V f, Vf) < 0 do postaci wielomianowej. Dowod sprowadza
sie wiec do wykazania, ze pewien wielomian jest ujemny na zadanym zbiorze.
Pozornie zadanie to wydaje sie proste, lecz tak niestety nie jest.

W roku 1900 David Hilbert opublikowalt stynna liste 23 fundamentalnych
nierozwiazanych probleméw matematycznych [36]. Lista ta miata istotny
wplyw na rozw6j matematyki w XX i w poczatkach XXI wieku. Siedemna-
sty problem Hilberta mozna sformulowaé nastepujaco: czy kazdy wielomian
wielu zmiennych o wartoSciach nieujemnych na zbiorze liczb rzeczywistych
mozna przedstawic¢ za pomocq sumy kwadratow funkcji wymiernych? Jesli
odpowiedZ na to pytanie jest pozytywna i jesli taka reprezentacja moze zo-
sta¢ znaleziona za pomocy procedury algorytmicznej to mozna wykorzystaé
ja do dowodzenia nieréwnosci wielomianowych. Siedemnasty problem Hil-
berta fascynuje, bo chociaz do jego sformutowania wystarcza szkolna ma-
tematyka, to rozwiazanie znalezé jest niezmiernie trudno. Skale trudnosci
ukazuje nastepujacy fakt historyczny: w roku 1888 Hilbert udowodnit, ze
nie wszystkie nieujemne wielomiany mozna przedstawi¢ jako sume kwadra-
toéw innych wielomianéw. Hilbertowi nie udalo sie jednak znalezé konkret-
nego przykladu takiego wielomianu. Pierwszy przyktadowy wielomian o tej
wlasciwosci f(x,vy,2) = 2% + 2%y? + 22y* — 322y>2? zostal odkryty dopiero
78 lat pozniej. Odkryt go Teodore Samuel Motzkin'® w roku 1966 [43]. W
roku 1927 Emil Artin udowodnit [1], iz odpowiedZ na siedemnaste pytanie
Hilberta jest pozytywna. Twierdzenie Artina nie méwi jak znalezé odpowied-
nia reprezentacje. 7 tego wzgledu nie mozna wykorzystaé tego twierdzenia
do zbadania stabilnej przyczynowosci rozwiazania Pomeranskiego—Senkova.
Rozwiazanie algorytmiczne siedemnastego problemu Hilberta zostato zna-
lezione przez Charlesa Delzella [13] dopiero w roku 1984, czyli 84 lata po
opublikowaniu listy probleméw Hilberta. Niestety, algorytm Delzella oraz
jego nowsze alternatywy nie sa na tyle efektywne, aby umozliwi¢ wyznacze-

Y Przy zalozeniu, ze metryka ma sygnature (—, +, +, +, +).
5Wielomiany o tej wlasciwosci nosza przewaznie nazwy pochodzace od nazwisk ich
odkrywcéw: Motzkin, Choi-Lam, Robinson, Peyrl-Parrilo.
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nie znaku wielomianu wysokiego rzedu zawierajacego setki jednomiandéw, a
wlaénie z takim wielomianem ma sie do czynienia przy badaniu stabilnej
przyczynowodci rozwiazania Pomeranskiego—Senkova. Okazuje si¢ jednak,
iz uzywajac pewnych heurystycznych argumentéw mozna odgadnaé wla-
Sciwa parametryzacje badanego wielomianu [H4] w ktorej jego znak staje
sie oczywisty. W nowej parametryzacji wspolczynniki liczbowe jednomia-
néw sa ujemne i wahaja sie od —61382522306560 do —1, co uwidacznia o ile
bardziej skomplikowany jest ten wielomian od wielomianu Motzkina. Taka
posta¢ wielomianu pozwala udowodnié¢ nieréwnosé g(Vf, Vf) < 0 co z kolei
implikuje stabilng przyczynowosé rozwiazania Pomeranskiego—Senkova [H4].

Wiedza, ktéra zdobyltem przy dowodzeniu stabilnej przyczynowosci roz-
wigzania Pomeranskiego—Senkova, umozliwita mi przeprowadzenie dowodu
stabilnej przyczynowosci Czarnego Saturna. Tym razem kwadrat gradientu
funkcji czasu, ktorego znak zbadalem, byt sumag dziesiatkow tysiecy wyra-
z6w. Obliczenia wykonatem z uzyciem zaawansowanych metod algebry kom-
puterowej. Stabilng przyczynowos$é Czarnego Saturna udowodnilem w pracy

[E15].

Struktura przyczynowa czasoprzestrzeni

Sciste prozniowe rozwigzania réownan Einsteina rozwazane w pracach
[H3], [H4] i [H5] charakteryzuja si¢ symetria osiowa. Standardowym spo-
sobem na przebadanie struktury przyczynowej czasoprzestrzeni jest zastoso-
wanie tzw. diagramdw konforemnych Cartera—Penrose’a [30]. W przypadku
symetrii sferycznej diagramy te $cisle opisujg strukture przyczynowa. Ich
wprowadzenie zapoczatkowalo w latach sze$édziesiatych ,zloty wiek” ogdl-
nej teorii wzglednosci. Dla czasoprzestrzeni, ktore nie sg sferycznie syme-
tryczne, np. dla czasoprzestrzeni osiowosymetrycznych, diagramdéw konfo-
remnych Cartera—Penrose’a nie mozna stosowaé bezposrednio. Dla rozwia-
zania Kerra diagram tego typu konstruuje sie uwzgledniajac wytacznie struk-
ture przyczynowa osi symetrii [8, 9]. Powstaje wiec pytanie, czy istnieje
bardziej optymalny spos6b na przedstawienie globalnej struktury czasoprze-
strzeni, ktora nie jest sferycznie symetryczna?

W pracy [H7] zaproponowaliémy'® nowa klase diagraméw reprezentu-
jacych strukture przyczynowa czasoprzestrzeni. Diagramy te nazwano dia-
gramami projekcyjnymsi i z powodzeniem mozna stosowaé je do czasoprze-
strzeni, ktore nie maja symetrii sferycznej. Uwidaczniaja one takie wia-
Sciwosci rozwigzan rownan Einsteina jak: stabilna przyczynowosé, globalna
hiperboliczno$é¢, istnienie horyzontéw zdarzeni oraz horyzontéw Cauchy’ego,
przyczynowosé brzegéw, istnienie konforemnie gtadkich nieskoriczonosci.

S Chronologicznie, praca [H7] zostata napisana po pracy [H6], ale ze wzgledu na za-
chowanie ciagu logicznego autoreferatu, wyniki zawarte w pracy [H6] opisze dopiero na
samym koricu.
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W celu skonstruowania diagramu projekcyjnego dla danej czasoprzestrzeni
(M, g) nalezy zdefiniowa¢ odwzorowanie 7 : M — W, gdzie W jest podzbio-
rem dwuwymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego. Odwzorowanie m po-
winno posiadaé nastepujace cechy: a) wszystkie krzywe czasowe w W musza
by¢ projekcjami pewnych krzywych czasowych w M, b) obrazem wszystkich
krzywych czasowych w M musza by¢ krzywe czasowe w W. Z definicji tej
wynika, iz diagramy projekcyjne nie sa jednoznaczne — czesé informacji o
oryginalnej metryce musi zostaé¢ utracona podczas rzutowania z oryginalnej
czasoprzestrzeni na dwuwymiarowa czasoprzestrzen Minkowskiego. Roézne
diagramy projekcyjne reprezentujace ta sama czasoprzestrzen moga repre-
zentowaé rézne wlasciwosci oryginalnej czasoprzestrzeni.

W pracy [H7| skonstruowalismy szereg diagramdw projekcyjnych dla cza-
soprzestrzeni, ktorych (N + 1)-wymiarowa metryke mozna zapisa¢ w postaci

g =€l (—Fdt> + F'dr?) + hapdz?da® , A, B=2,... N,

gdzie F = F(r) i h = hap(t,r,2%)dzAdz? jest co najwyzej dwuparame-
trowa (t,r) rodzina metryk riemannowskich na (N — 1)-wymiarowej rozma-
itosci. Funkcja f moze zaleze¢ od wszystkich zmiennych. W szczegblnosci
przedstawiono diagramy dla nastepujacych metryk: metryka Kerra, metryka
Kerra—Newmana, metryka Kerra—de Sittera, metryka Kerra—Newmana—de
Sittera, metryka Kerra—-Newmana-anti de Sittera, Czarny Pierscier (rozwia-
zanie Emparana—Realla), metryka Pomeranskiego—Senkova, metryka Taub—

NUT.

Podwéjny Kerr

Posrednia motywacja badan opisanych w poprzednich podrozdziatach
byta cheé lepszego zrozumienia zagadnienia dwoch cial w ogoélnej teorii wzgled-
nosci. W szczego6lnosci interesowatl mnie problem istnienia konfiguracji row-
nowagowych w symetrii osiowej, takich, w ktérych oddzialywania grawito-
magnetyczne moglyby zneutralizowaé przyciggajace wlasciwosci grawitacji.
Problem ten zostat zredukowany do kwestii istnienia regularnych rozwigzan
w klasie podwdjny Kerr. Prace [H1], [H2] dotycza formalizmu Ernsta, ktory
umozliwia generacje tego typu rozwiazan. Prace [H3|, [H5] opisuja wy-
zej wymiarowe rozwigzania czarno-dziurowe, ktore tak, jak podwdjiny Kerr,
posiadaja dwusktadnikowy horyzont zdarzeri. Badania podjete w artykule
[H4]| umozliwity przeprowadzenie dowodu stabilnej przyczynowosci Czarnego
Saturna, czyli 4 + 1 wymiarowej czarnej dziury o dwusktadnikowym hory-
zoncie [H5]. W artykule [H7] zostalo opisane nowe narzedzie (diagramy
projekcyjne) umozliwiajace wizualizacje fundamentalnych wtasciwosci szero-
kiej klasy rozwiazan réwnan Einsteina, klasy, do ktorej wliczaja sie wszystkie
rozwigzania objete badaniami w wymienionych pracach.

Moim zdaniem, wyniki zawarte w artykutach [H1], [H2], [H3], [H4],
[H5] i [H7] w znacznym stopniu przyczynilty sie do poszerzenia wiedzy o
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Scistych stacjonarnych prézniowych rozwiazaniach réwnan Einsteina o sy-
metrii osiowej. Jednak konicowe rozwigzanie problemu istnienia konfiguracji
rownowagowych zostalto osiagniete przy wykorzystaniu innego rodzaju rozu-
mowania. Wynik ten zawarto w pracy [H6J.

Z artykutu Gernota Neugebauera i Jorga Henniga [47]| z roku 2009 (oraz
referencji tam zawartych) wynika, ze rozwiazanie podwdjny Kerr jest jedy-
nym kandydatem na konfiguracje rownowagowa dwoch stacjonarnych czar-
nych dziur. Autorzy tej pracy wykazali rowniez, ze konfiguracja réwnowa-
gowa spelniajaca warunek podekstremalnosci nie istnieje. Dwa lata p6zniej,
Neugebauer i Hennig rozszerzyli swoj dowodd na przypadek zawierajacy jedng
lub dwie ekstremalne czarne dziury [34].

Warunek podekstremalnosci jest scharakteryzowany przez istnienie tzw.
powierzchni ztapanych (powierzchni dla ktorych skalar ekspansji wychodza-
cych zerowych geodezyjnych jest ujemny) w kazdym dostatecznie malym
wewnetrznym sasiedztwie horyzontu zdarzen. Warunek ten implikuje [33],
iz dla czarnej dziury speliona jest nieroéwnos¢ 8x|.J| < A, gdzie J oznacza
kret czarnej dziury, a A jest polem jej horyzontu zdarzeri. Dowdd Neuge-
bauera i Henniga [47] polegal na wykazaniu, iz sktadowe podwdjnego Kerra
nie spelniaja tej nieréwnosci. Warunek podekstremalnosci jest dobrze zro-
zumiany dla zwyklej pojedynczej czarnej dziury Kerra. W przypadku roz-
wigzania podwdjny Kerr zatozenie to ogranicza ogbdlno$é¢ dowodu nieistnienia
regularnych rozwigzan tego typu.

W pracy [H6] pokazalismy, ze nalezy wykorzysta¢ stabsza wersje nie-
réwnosci pomiedzy kretem i polem horyzontu, mianowicie 8x|J| < A. Nie-
rownos¢ ta zostala udowodniona przez Daina oraz Reirisa [12]. Jest ona
spelniona w sposéb naturalny dla horyzontéw zdarzen czarnych dziur, czyli
dla znacznie wiekszego zbioru obiektéw niz nieréwnosé silna. 7 pomoca
nieréwnodci stabej, pozbyliSmy sie zalozenia o podekstremalnosci obu skla-
dowych podwdjnego Kerra. Tym samym udowodniliSémy, ze oddzialywanie
grawitomagnetyczne dwoch rotujacych czarnych dziur nie moze zréwnowa-
zy¢ przyciagajacego dziatania grawitacji i konfiguracja réwnowagowa nie ist-
nieje. Innymi stowy, jesli odrzuci¢ rozwigzania zawierajace gote osobliwosci
jako niefizyczne, to dwie rotujace czarne dziury tworzace uktad o symetrii
osiowej, albo potacza sie w jedna czarna dziure Kerra, albo, jesli maja od-
powiednie predkosci poczatkowe, rozbiegna sie. Artykul [H6] zawiera wiec
najbardziej ogélny dostepny w literaturze dowdd nieistnienia konfiguracji
réwnowagowych dwoch czarnych dziur. W ten sposéb wnioski wynikajace z
twierdzenia o jednoznacznosci czarnych dziur mozna rozszerzy¢ na obiekty
o niespdjnym dwuskladnikowym horyzoncie zdarzen.

13



Omoéwienie pozostalych osiggnieé¢ naukowo-badawczych

Prace wykonane po uzyskaniu stopnia doktora nauk fizycznych, nie wcho-
dzgce w sktad cyklu zaprezentowanego w poprzednim rozdziale

Moje zainteresowania naukowe, po uzyskaniu stopnia doktora, skupialty
sie wokot trzech gléownych tematow badawczych. Jedno z tych zagadnienn
jest zwiazane ze $cistymi osiowosymetrycznymi stacjonarnymi rozwiagzaniami
rownan Einsteina. Zagadnienie to stanowitlo motywacje do podjecia badan,
ktorych wyniki sktadaja sie na moéj dorobek habilitacyjny opisany w po-
przedniej czesci autoreferatu.!” Poza tym interesowatem sie jeszcze dwoma
innymi tematami badawczymi z zakresu kosmologii oraz matematycznej teo-
rii wzglednosci.

Pierwsze zagadnienie to jeden z najwazniejszych probleméw wspotcze-
snej kosmologii. Jest to tzw. problem statej kosmologicznej zwany obecnie
rOwniez problemem ciemnej energii. W roku 2011 Saul Perlmutter, Brian
Schmidt i Adam Riess otrzymali Nagrode Nobla za odkrycie przyspieszania
ekspansji Wszechswiata. Rzeczywiscie, obserwacje supernowych zinterpreto-
wane w ramach standardowego modelu kosmologicznego (AC' DM ) prowadza
wladnie do takiego wniosku — stala kosmologiczna jest dodatnia i ekspan-
sja Wszechswiata przyspiesza. Jednak, mozna postawié¢ sobie pytanie: czy
model ACDM dobrze opisuje rzeczywistosé? Wiadomo, ze Wszechswiat jest
jednorodny tylko w sensie statystycznym — drobnoskalowe niejednorodnoéci
w rozktadzie materii usredniaja sie po uwzglednieniu odpowiednio duzych
odlegltosci. Kontrast gestosci takich niejednorodnosci jest na tyle duzy, iz
efekty zwiazane z ich istnieniem nie daja sie opisa¢ za pomoca zwyklego
rachunku perturbacyjnego. Niestety, w chwili obecnej nie istnieje dogodna
rachunkowo i powszechnie akceptowana procedura umozliwiajaca przepro-
wadzenie usredniania w ogdlnej teorii wzglednosci. Nie wiadomo wiec jak
uwzglednié efekt niejednorodnosci w obliczeniach (w odniesieniu do kosmo-
logii jest to tzw. fitting problem [15]). Rozne podejscia do tego zagadnienia
zostaly opisane w przegladowej pracy George’a Ellisa [14]. Hipoteza jaka
badalem w swoich pracach brzmi nastepujaco: czy nasze wnioski dotyczace
przyspieszonej ekspansji Wszechswiata nie sa artefaktem wynikajacym ze
zbyt uproszczonego modelu kosmologicznego?

Efekty zwigzane z istnieniem drobnoskalowych niejednorodnosci w roz-
ktadzie materii (czy tez bardziej ogolnie: energii) moga by¢ dwojakie. Po
pierwsze, drobnoskalowe niejednorodnosci moga zmieni¢ globalna dynamike
modelu poprzez efektywny wktad do usrednionego tensora energii—pedu. Ten

YW ksigzce [55] przedstawitem (jestem autorem jednego z rozdziatéw) kontekst histo-
ryczny problemu oddzialywania grawitacyjnego pomiedzy dwoma cialami. Tego opraco-
wania nie zaliczylem do cyklu artykuléw stanowiacych moéj dorobek habilitacyjny.
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efekt znany jest jako backreaction (reakcja zwrotna).'® Po drugie, niejedno-
rodnosci wplywaja na propagacje $wiatla, a tym samym na interpretacje
danych obserwacyjnych, nawet jesli globalna dynamika modelu pozostaje
taka sama.'® Oczywiscie, oba efekty zwigzane z niejednorodnogciami moga
wystepowaé réwnoczesnie. Znalezienie odpowiedniej efektywnej czasoprze-
strzeni uwzgledniajacej backreaction nie implikuje uwzglednienia drugiego z
efektéw. Dlatego oba te problemy trzeba, niejako, rozpatrywaé niezaleznie.

W celu oszacowania wptywu drobnoskalowych niejednorodnosci na pro-
pagacje $wiatta, skonstruowaltem niejednorodny model kosmologiczny (model
swiss—cheese oparty o rozwiazanie Lemaitre’a-Tolmana-Bondiego) i przeba-
dalem propagacje swiatta w tym modelu [54]. W szczegolnosci zbadatem re-
lacje odlegtosé jasnoSciowa — przesuniecie ku czerwieni. W modelu AC DM
poréwnanie tej relacji z danymi obserwacyjnymi pozwala oszacowaé wartosci
stalej kosmologicznej. Wnioski wynikajace z moich badan sa nastepujace: w
modelu swiss-cheese, ktory badatem, drobnoskalowe niejednorodnosci w roz-
ktadzie materit wptywajg na oszacowania wartosci statej kosmologicznej, ale
efekty tego typu sq niewielkie. Kluczowe pytanie, ktére stanowito motywacje
moich dalszych badan brzmi: czy modele typu swiss-cheese wystarczajaco
dobrze opisujg efekty zwiazane z niejednorodnosciami? Jesli tak, to wnioski
wynikajace z pracy [54] mozna uogélnié¢ na fizyczny Wszech$wiat. W takim
przypadku, dodatnia stata kosmologiczna lub inna forma ciemne;j energii
istnieje rzeczywiscie — efekty zwiazane z drobnoskalowymi niejednorodno-
$ciami wnosza wylacznie drobne poprawki do modelu ACDM.

Modele swiss—cheese stanowiag wygodne narzedzie do badania wplywu
niejednorodnosci na propagacje swiatta, ale ze wzgledu na ich konstrukcje,
efekt backreaction (zmiana globalnej dynamiki modelu ze wzgledu na drob-
noskalowe niejednorodnosci) w tych modelach nie wystepuje. Dlatego w celu
zrozumienia backreaction nalezy odwotaé¢ sie do innych metod. W roku 2011
Stephen Green i Robert Wald zaproponowali |23] nowe podejscie do pro-
blemu niejednorodnosci w kosmologii. Uog6lnili oni prace Burnetta z roku
1986 [7] na przypadek czasoprzestrzeni nieprézniowych. Z obliczeri Greena
i Walda wynika, iz efektywny tensor energii—-pedu, ktéry mozna przypisaé
niejednorodnosciom, jest bezsladowy. Oznacza to, ze chociaz efekt backreac-

8Pprzyklad: rozwiagzanie prozniowe réownari Einsteina zawierajace wylacznie fale gra-
witacyjne o wysokiej czestosci mozna przyblizy¢ za pomoca rozwigzai nieprézniowych z
efektywnym tensorem energii-pedu [7]. Powstaje wiec pytanie, czy drobnoskalowe nie-
jednorodnosci w rozkladzie materii w modelu kosmologicznym mozna efektywnie opisaé
za pomoca tensora energii pedu imitujacego stala kosmologiczng lub inng forme ciemnej
energii?

9Przyklad: chociaz rozwigzanie swiss—cheese jest lokalnie niejednorodne (co wplywa
na propagacje §wiatta), to poza obszarami niejednorodnymi pokrywa sie ono catkowicie z
rozwigzaniem Einsteina—de Sittera. Model swiss—cheese umozliwia wprowadzenie drobno-
skalowych niejednorodnosci do rozwigzania Einsteina—de Sittera, ale te niejednorodnosci
nie zmieniaja oryginalnej globalnej dynamiki rozwiazania.
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tion istnieje?® to nie moze on imitowaé statej kosmologicznej, czy tez innych
form ciemnej energii.

Glownym zatozeniem twierdzen Greena i Walda jest istnienie jednopara-
metrowych rodzin rozwiazan réwnan Einsteina spetniajacych Scile okreslone
warunki.?! Czasoprzestrzenie efektywne?? stanowia swego rodzaju granice
tych jednoparametrowych rodzin. Znajomosé¢ analitycznej postaci takich roz-
wigzan nie jest niezbedna — samo ich istnienie wystarcza, aby przewidzie¢
wladciwosci backreaction. Niestety, nie wiadomo na ile to zalozenie ograni-
cza zakres stosowalnosdci twierdzen Greena i Walda. W oryginalnej pracy
[23] autorzy nie podali przykladu tego typu rodzin rozwiazan. Przyktad
prozniowy?3 zostal opublikowany przez Greena i Walda w roku 2013 [24].
7 punktu widzenia zastosowan kosmologicznych analiza backreaction w mo-
delach prézniowych jest mniej interesujaca. W pracy [57], wraz z zespo-
tem?* doktorantéw z Uniwersytetu Jagielloniskiego, przedstawiliémy pierw-
szy przyktad nieprézniowej rodziny rozwiazan rownan Einsteina spelniajacej
zalozenia Greena i Walda. Tym samym udowodnili$my, iz zbiér niepréznio-
wych rozwiazan rownan Einsteina do ktérych stosuja si¢ twierdzenia Greena
i Walda nie jest pusty. Analiza znalezionej przez nas rodziny rozwigzan
potwierdzita matematyczna spdjno$é podejscia Greena i Walda. Jesli to po-
dejscie dobrze oddaje nature backreaction, to nasz wynik znaczaco sugeruje,
iz ciemna energia nie jest artefaktem uproszczen modelu ACDM. Wynik
ten uwiarygadnia fizyczne znaczenie rezultatu osiggnietego przeze mnie za
pomoca modelu swiss—cheese [54].

Aby potwierdzi¢ fizyczne znaczenie wyniku uzyskanego przeze mnie w
pracy |54], nalezy réwniez zbada¢ na ile ostateczne wnioski (drobnoskalowe
niejednorodnosci nie wpltywaja w sposob zasadniczy na propagacje $wiatta)
zaleza od szczegdtow konstrukeji modelu swiss-cheese. Wraz z dwoma wspot-
pracownikami z Uniwersytetu Helsinskiego pokazatem [39], iz statystyczne
wladciwosci modeli swiss—cheese nie odbiegaja zasadniczo od wtasciwosci
rozwiazan jednorodnych (o tej samej globalnej dynamice), jesli przy kon-
struowaniu modeli swiss—cheese spelnione sa pewne, okreslone przez nas,
naturalne warunki. W szczeg6lnosci wykazalismy, iz jesli jeden z tych wa-
runkéw zostanie zlamany, to mozna skonstruowaé¢ model swiss—cheese, w
ktorym niejednorodnosci w sposob istotny zmienig, statystyczne wlasciwosci
modelu i beda mialy zasadniczy wplyw na propagacje Swiatta.

20Bezsladowosé efektywnego tensora energii pedu implikuje, iz w odniesieniu do kosmo-
logii efekt backreaction jest zaniedbywalny.

2nterpretacja fizyczna tych matematycznych warunkéw nie jest oczywista.

22Pryez czasoprzestrzeni efektywna rozumiem czasoprzestrzen, ktora nie zawiera drobno-
skalowych niejednorodnosci, lecz uwzglednia ich efektywny wktad do tensora energii-pedu.
Innymi slowy, jest to efektywna czasoprzestrzen po usrednieniu niejednorodnosci.

23Praca Burnetta [7] zawiera przyklad prozniowy, lecz jest on zapisany w osobliwym
uktadzie wspolrzednych.

24Badania przeprowadzono w ramach grantu Tuventus, ktérego bytem kierownikiem.
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Drugi temat badawczy, ktérym zajmowalem sie po uzyskaniu stopnia
doktora dotyczy zjawisk krytycznych w kolapsie grawitacyjnym. Motywa-
cja do przeprowadzenia tego typu badan byla che¢ znalezienia odpowiedzi
na bardzo proste pytanie: czy réwnania Einsteina dopuszczaja powstanie
dowolnie matych czarnych dziur? Badania, zapoczatkowane przez Mat-
thewa Choptuika w latach dziewieédziesiatych, ujawnily szereg ciekawych
zjawisk zwiazanych z tym zagadnieniem [25|. Choptuik rozwazal problem
Cauchy’ego dla réwnan Einsteina, w ktérym dane poczatkowe sa sparame-
tryzowane za pomoca jednego parametru b [10]. Tzw. stabe dane poczat-
kowe b < bg ulegaja dyspersji, a silne dane poczatkowe b > by prowadza
do powstania czarnej dziury (by to warto$¢ parametru rozdzielajace te dwa
typy ewolucji). Rozwiazanie krytyczne b = by charakteryzuje sie pewnymi
uniwersalnymi wtasciwosciami (stad nazwa: zjawiska krytyczne w kolapsie
grawitacyjnym). Wtasciwosci te sg niezalezne od wyboru rodziny danych
poczatkowych, a nawet w pewnym stopniu, niezalezne od wyboru modelu
(prozmia, pole skalarne, ...). W pracy [56], razem z Tadeuszem Chmajem,
podalismy pierwszy przyktad zjawisk krytycznych, w ktorych rozwiazanie
krytyczne bylo chaotyczne, a granica b = by miata charakter fraktalny.2> W
przebadanym przez nas prézniowym modelu, mozna stworzy¢ dowolnie mata
czarng dziure. Dla pewnej klasy danych poczatkowych, fale grawitacyjne wy-
emitowane w takim procesie sa chaotyczne (chaos deterministyczny). Bada-
nia te nawiazuja swoja tematyka do badan prowadzonych przeze mnie przed
uzyskaniem stopnia doktora.

Prace wykonane przed otrzymaniem stopnia doktora nauk fizycznych

Zjawiska krytyczne pojawiaja sie nie tylko w kontekscie matych czarnych
dziur i réwnan Einsteina. Wiele innych réwnan rézniczkowych ma rozwigza-
nia o podobnych wtasciwosciach. W celu zrozumienia zjawisk krytycznych w
kolapsie grawitacyjnym dla réwnan Einsteina, rozwaza sie prostsze, niezwia-
zane z grawitacja modele, ktore wykazuja analogiczne cechy i sa réwnoczesnie
tatwiejsze do przeanalizowania. Podobnie, nawet w kontekscie pelnych réw-
nari Einsteina, czesto wybiera sie modele, ktérych symetrie i tensory energii
pedu nie sa motywowane bezposrednio przez konkretne zagadnienia fizyczne,
lecz przez swoje wladciwosci matematyczne. Jednym z takich modeli jest tzw.
model SU(2) sigma (rozwazany w czasoprzestrzeni Minkowskiego [4] lub w
sprzezeniu z grawitacja [6]).

Rozwiazanie krytyczne czesto jest samopodobne [25]. Dlatego przeana-
lizowanie tej klasy rozwiazan przewaznie ulatwia zrozumienie zjawisk kry-

25Rozwigzania krytyczne o tej wlagciwosci w naszym modelu maja dwa mody niesta-
bilne, a wiec mozna je wygenerowa¢ wykorzystujac dwuparametrows rodzine danych po-
czatkowych.
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tycznych w modelu. W pracach |5, 53| przebadalem sferycznie symetryczne
samobodobne rozwiazania rownan Einsteina w modelu SU(2) sigma sprze-
zonym 7z grawitacja. Struktura rozwiazan samopodobnych w tym modelu
zalezy od staltej sprzezenia. W pracy [5], wraz Piotrem Bizoniem i Arthurem
Wassermanem, wykazaliSmy istnienie rozwiazan periodycznych. Dla wiek-
szych wartodci stalej sprzezenia pojawily sie rozwigzania chaotyczne. Proces
bifurkacji i mechanizmy prowadzace do powstania rozwigzan chaotycznych
zostaly wyjasnione w mojej kolejnej pracy dotyczacej tego zagadnienia [53].26

Pozostalte informacje, ktére wiazg sie z moimi osiggnieciami naukowo-
badawczymi (nagrody, wyrdznienia, referaty na konferencjach, ...) przed-
stawitem w dokumencie opisujacym moj dorobek naukowy.

zhalcf?c.l / S'ww.ja 2018

26Temat ten byl rowniez tematem mojej pracy doktorskiej.
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